
8 Traffico, Code e Reti a Pacchetto

In questo trovano posto argomenti legati alle trasmissioni dati, sia teorici che estrema-

mente pratici. I primi possono essere visti come un approfondimento di alcuni concetti

di probabilità affrontati al Capitolo precedente, come le relazioni che descrivono la pro-

babilità di blocco nei sistemi di servizio orientati alla perdita, nei casi di popolazione

finita ed infinita; e le grandezze tipiche per i sistemi orientati al ritardo, come nel caso

di coda infinita e servente unico. Dal punto di vista pratico, invece, sono fornite defini-

zioni e concetti relativi alle reti per trasmissione dati, con particolare riguardo alle reti

a pacchetto, nei termini dei diversi modi di funzionamento e delle gerarchie di protocolli

adottate, come IP, Ethernet e ATM.

8.1 Distribuzione binomiale per popolazione finita

N ingressi M uscite
PBX

Private
Branch
eXchange

Iniziamo con il chiederci quante linee uscenti M siano ne-

cessarie ad un centralino con N interni, in modo che la pro-

babilità di trovare tutte le linee occupate sia inferiore ad un

valore massimo, chiamato grado di servizio1. Per trovare il

risultato, calcoliamo prima la probabilità che tutte le linee

uscenti siano occupate, assumendo noti N ed M .

Affrontiamo il problema in termini ancor più generali,

chiedendoci quale sia la probabilità pB (k) che un numero
k di persone (su N ) sia contemporaneamente al telefono. Assumiamo che ognuno degli
N interni abbia una probabilità p di telefonare, ossia passi il p · 100% del suo tempo al

telefono, e che le telefonate siano statisticamente indipendenti. Allora, ci saranno in me-

diaNp telefoni occupati, e la probabilità che un ben preciso gruppo di k individui telefoni
(e N − k no), è pari a pkqN−k (in cui q = 1− p).
Dato che il numero di differenti modi di scegliere k oggetti traN è pari a

�
N
k

�
= N �

k�(N−k)� ,

allora la probabilità di avere k (qualsiasi) persone al telefono è pari a

pB (k) =

�
N

k

�

pkqN−k

Dato che
�N

k=1 pB (k) = 1, la funzione pB (k) è una densità di probabilità di v.a. discreta,
nota con il nome di variabile aleatoria di Bernoulli 2.

Al variare di k, si ottengono tutte le probabilità cercate, rappresentate nella figura
seguente nel caso in cui p = 0.15 e N = 25, oppure N = 125; nel secondo caso, si uti-

1Il termine grado di servizio esprime un concetto di qualità, ed è usato in contesti diversi per indicare

differenti grandezze associate appunto alla qualità dei servizi di telecomunicazione. Nel caso presente,

una buona qualità corrisponde a una bassa probabilità di occupato.
2La pB �k) è detta anche Binomiale, in quanto i fattori

`
N

k

´
sono quelli della potenza di un binomio �p + q)N

,

calcolabili anche facendo uso del triangolo di Pascal (ma definito prima da Tartaglia, e prima ancora da

143



8 Traffico, Code e Reti a Pacchetto

lizza anche il valore p = 0.07, che causa una concentrazione di pB (k) attorno a valori k
inferiori. Inoltre, osserviamo che non si possono avere più di N utenti al telefono.
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Per conoscere il numero di linee occorrenti a garan-

tire una probabilità di congestione (o di blocco) PB infe-

riore ad un massimo, si sommano (partendo da destra) i

valori di probabilità pB (k), finché non si supera la pro-
babilità prefissata: allora M sarà pari all’ultimo indice

k. Infatti in tal modo la probabilità che ci siano più di
M interni a voler telefonare è pari a

Pr (k > M) =

N�

k=M+1

pB (k) =

N�

k=M+1

�
N

k

�

pkqN−k < PB

La distribuzione Binomiale è detta anche delle prove

ripetute poiché può essere usata per calcolare la proba-

bilità di un certo numero di eventi favorevoli, a seguito

della ripetizione dello stesso fenomeno aleatorio3.
Il valore medio della distribuzione Binomiale è mB =

Np, e la varianza σ2
B = Npq. Tornando al caso del cen-

tralino, il numero medio di linee occupate è Np: ta-
le quantità rappresenta il traffico offerto medio, che

si misura in ERLANG: ad esempio, un traffico medio

di 3 Erlang corrisponde ad osservare in media 3 linee

occupate.

Il rapporto
σ2

B

mB
= Npq

Np
= q < 1 è un indice di come la

variabile aleatoria si distribuisce attorno alla media. Il caso di Bernoulli in cui
σ2

B

mB
< 1 è

rappresentativo di un traffico dolce, che deriva dall’ipotesi di popolazione finita: infatti,

all’aumentare delle linee occupate, diminuisce la probabilità di una nuova chiamata, in

quanto diminuiscono le persone non al telefono.

Esercizio Una linea telefonica risulta occupata per l’80 � del tempo, e le telefonate non durano mai più di
5 minuti. Provandola a chiamare con una cadenza fissa di un tentativo ogni 10 minuti, determinare

1. la probabilità di trovare libero entro 3 tentativi

2. la probabilità di trovare libero almeno una volta in due ore

3. la probabilità di trovare libero esattamente tre volte in due ore

Hayyām), mostrato per riferimento di seguito. 1 6 6 115

1

2015
1 5 10 5 110

41 146
1 3 13

121
1 1

3Esempio: si voglia calcolare la probabilità di osservare 3 volte testa, su 10 lanci di una moneta. Questa

risulta pari a pB �3) =
`
10
3

´
p3q7 = 120 · �53

· �57 = 0�117, ovvero una probabilità dell’11,7 %.
La stessa distribuzione Binomiale, può anche essere usata per calcolare la probabilità di errore com-

plessiva in una trasmissione numerica realizzata mediante un collegamento costituito da N tratte, col-

legate da ripetitori rigenerativi. In una trasmissione binaria, si ha errore se un numero dispari di tratte

causa un errore per lo stesso bit, e cioè Pe =
�N

k=1� k dispari

`
N

k

´
pkqN�k, in cui p è la prob. di errore sul

bit per una tratta; inoltre risulta che se p � 1 e Np � 1, allora Pe � Np.
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8.2 Distribuzione di Poisson

Indichiamo con p = 0.2 la probabilità di successo di un singolo tentativo, e con q = 1 − p = 0.8
quella di fallimento.

1. Assumendo gli eventi indipendenti, la prob. di trovare libero entro tre tentativi è la somma
delle prob. degli eventi favorevoli, ossia subito libero, oppure al secondo, od al terzo tentativo,
ovvero p + p · q + p · q · q = .2 + .2 · .8 + .2 · .2 · .8 = 0.488 = 48.8 �.

2. In due ore si effettuano 120

10
= 12 tentativi. Conviene in questo caso valutare la probabilità

dell’evento complementare p0, quello di fallire tutti i tentativi, pari a pB (k)|k=0
, ovvero p0 =�

12

0

�
p0q12 = 12�

12�
.812 = 0.0687195, e quindi la prob. p1 di libero almeno una volta vale p1 =

1− p0 = 93.12 �.

3. Trovare libero esattamente tre volte infine ha probabilità
�
12

3

�
p3q9 = 12∙11∙10

3∙2
· .23 · .89 = 0.23.

8.2 Distribuzione di Poisson

Al crescere del numero N di utenti, l’utilizzo della distribuzione Binomiale può risultare

disagevole, per via dei fattoriali, e si preferisce trattare il numero di conversazioni attive

k come una variabile aleatoria di POISSON, la cui densità ha espressione

pP (k) = e−α αk

k�
(8.1)

ed è caratterizzata da valor medio e varianza mp = σ2
P = α.
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La Poissoniana costituisce una buona approssimazio-

ne della ddp di Bernoulli, adottando per la prima lo

stesso valor medio della seconda mP = mB = Np, co-
me mostrato in figura. In generale, questa densità è

impiegata per descrivere la probabilità che si verifichi-

no un numero di eventi indipendenti e completamente

casuali di cui è noto solo il numero medio α(4).

D’altra parte, al tendere di N ad ∞, il modello Ber-
noulliano precedentemente adottato perde di validità.

Infatti, nel caso di una popolazione infinita, il numero di nuove chiamate non diminuisce

all’aumentare del numero dei collegamenti in corso. In questo caso, gli eventi corrispon-

denti all’inizio di una nuova chiamata sono invece considerati indipendenti e completa-

mente casuali, e descritti unicamente in base ad una frequenza media di interarrivo λ
che rappresenta la velocità5 con cui si presentano le nuove chiamate6.

τaτaτa

t

Tempi di Interarrivo

L’inverso di λ rappresenta un tempo, ed esattamen-
te τa = 1/λ è il valor medio della variabile aleatoria

τa costituita dall’intervallo di tempo tra l’arrivo di due

chiamate.

Con queste definizioni, è possibile riferire la v.a. di

Poisson ad un intervallo temporale di osservazione t, durante il quale si presentano un

4Usando il modello Poissoniano pertanto, la probabilità che (ad esempio) si stiano svolgendo meno di 4

conversazioni contemporanee è pari a pP �0) + pP �1) + pP �2) + pP �3) = e�α
“
1 + α + α2

2
+ α3

6

”
.

5λ viene espresso in richieste per unità di tempo.
6La trattazione può facilmente applicarsi a svariate circostanze: dalla frequenza con cui si presentano

richieste di collegamento ad una rete di comunicazioni, alla frequenza con cui transitano automobili

sotto un cavalcavia, alla frequenza con cui particelle subatomiche transitano in un determinato volume...
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8 Traffico, Code e Reti a Pacchetto

numero medio α di chiamate7 pari a α = λt. Pertanto, possiamo scrivere la ddp della v.a.
Poissoniana come

pk (t) = e−λt (λt)k

k�

che indica la probabilità che in un tempo t si verifichino k eventi (indipendenti e

completamente casuali) la cui frequenza media è λ(8).

8.2.1 Variabile aleatoria esponenziale negativa

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

 0  5 10 15 20 25 30

ddp exp con media=10

t

Densità Esponenziale con λ = 0�1

La descrizione statistica che la ddp di Poisson fornisce

per il numero di eventi che si verificano in un tem-

po t, è strettamente legata al considerare questi co-
me indipendenti, identicamemente distribuiti, e per i

quali l’intervallo di tempo tra l’occorrenza degli eventi

è una determinazione di variabile aleatoria completa-

mente casuale9, descritta da una densità di probabilità

esponenziale negativa10, espressa analiticamente come

pE (t) = λe−λt

valida per t ≥ 0, e mostrata in figura; tale v.a. è caratterizzata dai momenti mE = 1
λ

e σ2
E = 1

λ2 . La probabilità che il tempo di attesa di una v.a. esponenziale superi un

determinato valore t0, è allora subito calcolato come

Pr (t > t0) =

�
∞

t0

λe−λtdt = − e−λt
�
�
�
∞

t0
= e−λt0 (8.2)

e questo risultato ci permette di verificare il legame con la Poissoniana11.

7Esempio: se da un cavalcavia osserviamo (mediamente) λ = 3 auto/minuto, nell’arco di t = 2 minuti,
transiteranno (in media) 3*2 = 6 autovetture.

8Esempio: sapendo che l’autobus (completamente casuale�) che stiamo aspettando ha una frequenza di

passaggio (media) di 8 minuti, calcolare: A� la probabilità di non vederne nessuno per 15 minuti e B� la

probabilità che ne passino 2 in 10 minuti.

Soluzione: si ha λ = 1/8 passaggi/minuto e quindi: A� p0 �15) = e�
15

8 = 0�15 pari al 15%; B� p2 �10) =

e�
1�

8
� 1�

8
)2

2
= 0�224 pari al 22.4%

9Da un punto di vista formale, per eventi completamente casuali si intende che gli eventi stessi non hanno

memoria di quando siano accaduti l’ultima volta, permettendo quindi di scrivere

Pr �t > t0 + θ/t > t0) = Pr �t > θ)

ossia che la probabilità di attendere altri θ istanti, avendone già attesi t0, non dipende da t0 . Per verifi-
care che la ddp esponenziale consente di soddisfare questa condizione, svolgiamo i passaggi, applicando

al terzultimo la (8.2):

Pr �t > t0 + θ/t > t0) =
Pr �t > t0 + θ; t > t0)

Pr �t > t0)
=

Pr �t > t0 + θ)

Pr �t > t0)
=

e�λ(t�+θ)

e�λt�
= e�λθ = Pr �t > θ)

10La ddp esponenziale è spesso adottata come un modello approssimato ma di facile applicazione per rap-

presentare un tempo di attesa, ed applicato ad esempio alla durata di una conversazione telefonica,

oppure all’intervallo tra due malfunzionamenti di un apparato.
11Consideriamo un ospedale in cui nascono in media 6 bimbetti al giorno (o 0�25 nascite l’ora), e conside-
riamo l’intervallo tra questi eventi come una v.a. completamente casuale. Allora, se assumiamo che la
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8.3 Sistema di servizio orientato alla perdita

Esempio Se la durata media di una telefonata è di 5 minuti, e la durata complessiva è completamente
casuale, quale è la probabilità che la stessa duri più di 20 minuti?

Risposta: ci viene fornito un tempo di attesa medio τa, a cui corrisponde una frequenza di servizio λ = 1

τa

,

e quindi la soluzione risulta Pr (t > 20) =
�
∞

20

1

τa

e−t/τadt = e−20/5 = 0.0183 = 1.83%.

8.3 Sistema di servizio orientato alla perdita

Richieste di servizio e occupazione

serventi

Un sistema di servizio è una entità in grado di accoglie-

re delle richieste di servizio, ovvero eventi che defini-

scono il cosidetto processo di ingresso al sistema, fino al

raggiungimento della capacità limite, determinata dal

numero M di serventi di cui il sistema dispone12. Una

volta occupati tutti i serventi, e finché non se ne libera

qualcuno, le successive richieste possono essere poste

in coda, individuando così un sistema orientato al ritar-

do (che affrontiamo al § 8.4), oppure rifiutate (vedi la

figura a fianco), come avviene per i sistemi orientati al-

la perdita. Scopo della presente sezione sarà pertanto

quello di determinare il numero di serventi necessario

a garantire una probabilità di rifiuto della richiesta di

servizio pari ad un valore che descrive il grado di servizio che si intende fornire.

8.3.1 Frequenza di arrivo e di servizio

Mentre il processo di ingresso è descritto in termini della frequenza media di arrivo λ, il
tempo medio di occupazione dei serventi (indicato come processo di servizio) è descritto

nei termini del tempo medio di servizio τS , ovvero dal suo inverso µ = 1/τS , pari alla

frequenza media di servizio. Nella trattazione seguente si fa l’ipotesi che entrambi i

processi (di ingresso e di servizio) siano descrivibili in termini di v.a. a distribuzione

esponenziale13, ovvero che le durate degli eventi “nuova richiesta” e “servente occupato”

siano completamente casuali14.

probabilità di k nascite in un tempo T sia descritta da una v.a. di Poisson, ossia a cui compete una pro-

babilità pk �T ) = e�λT (λT )k

k�
, allora la probabilità che per tutto il tempo T non avvenga nessuna nascita,

dovrebbe corrispondere a calcolare p0 �T ), ovvero e�λT (λT )�

0�
= e�λT , che è esattamente il risultato che

fornisce la v.a. esponenziale per la probabilità Pr �t > T ) che non vi siano nascite per un tempo T .
12Gli esempi dalla vita reale sono molteplici, dal casello autostradale presso cui arrivano auto richiedenti

il servizio del casellante (M=numero di caselli aperti), al distributore automatico di bevande (servente

unico), all’aereo che per atterrare richiede l’uso della pista (servente unico).... nel contesto delle teleco-

municazioni, il modello si applica ogni qualvolta vi siano un numero limitato di risorse a disposizione,

come ad esempio (ma non solo�) il numero di linee telefoniche uscenti da un organo di commutazione, od

il numero di time-slot presente in una trama PCM, od il numero di operatori di un call-center....
13L’ipotesi permette di valutare la probabilità che l’intervallo temporale tra due eventi di ingresso sia su-

periore a θ, in base alla (8.2), come e�λθ (ad esempio, la prob. che tra due richieste di connessione in

ingresso ad una centrale telefonica passi un tempo almeno pari a θ); allo stesso modo, la probabilità che
il servizio abbia una durata maggiore di θ è pari a e�µθ (ad esempio, la prob. che una telefonata duri più

di θ).
14Le ipotesi poste fanno sì che i risultati a cui giungeremo siano conservativi, ovvero il numero di serventi

risulterà maggiore od uguale a quello realmente necessario; l’altro caso limite (di attese deterministiche)
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8 Traffico, Code e Reti a Pacchetto

8.3.2 Intensità di traffico medio

Il rapporto Ao = λ
µ
è indicato come intensità media del traffico offerto15 e descrive quanti

serventi (in media) sarebbero occupati ad espletare le richieste arrivate e non ancora ser-

vite, nel caso in cuiM fosse infinito. L’aggettivo offerto indica il fatto che, essendo invece

M finito, alcune richieste non sono accolte, ed Ao risulta diverso dal traffico As che può

essere effettivamente smaltito. L’unità di misura dell’intensità di traffico è l’ERLANG, il

cui valore indica appunto il numero medio di serventi occupati.

Esempio Ad un centralino giungono una media di λ = 3 chiamate al minuto, e la durata media di una
conversazione è 1/µ = 3 minuti. In tal caso l’intensità media di traffico risulta Ao = 3 ·3 = 9 Erlang,
corrispondenti al potenziale impegno di una media di 9 centralinisti (e nove linee telefoniche).

8.3.3 Probabilità di rifiuto

La teoria che porta a determinare la probabilità che una nuova richiesta di servizio non

possa essere accolta per esaurimento dei serventi, si basa sull’analisi di un cosiddetto

processo di nascita e morte, che descrive da un punto di vista statistico l’evoluzione di

una popolazione, nei in termini di una frequenza di nascita (nuova conversazione) e di

morte (termine della conversazione). Istante per istante, il numero esatto di individui

della popolazione può variare, ma in un istante a caso, possiamo pensare alla numerosità

della popolazione come ad una variabile aleatoria discreta, descritta in base ai valori di

probabilità pk che la popolazione assommi esattamente a k individui. La determinazione
di questi valori pk dipende dalla caratterizzazione dei processi di ingresso e di servizio,

e nel caso in cui questi siano descritti da v.a. esponenziali (o poissoniane, a seconda se

ci riferiamo ai tempi medi di interarrivo/partenza od al loro numero medio per unità di

tempo) si può procedere nel modo che segue.

Descriviamo innanzituto l’evoluzione dello stato del sistema, in cui il numero di ser-

venti occupati evolve aumentando o diminuendo di una unità alla volta (come per i pro-

cessi di nascita e morte), con l’ausilio della figura seguente, in cui il generico stato Sk

rappresenta la circostanza che k serventi siano occupati, circostanza a cui compete una
probabilità pk = Pr (Sk).

S0 S1 S2 SM−1 SM

λ λλ λ λ

(M−1) M2 3µ µ µµµ

Gli stati del grafo sono collegati da archi etichet-

tati con la frequenza λ delle transizioni tra gli sta-
ti, ovvero dal ritmo con cui si passa da Sk a Sk+1

a causa di una nuova richiesta, indipendente (per

ipotesi) dal numero di serventi già occupati, e dal

ritmo (k + 1)·µ con cui si torna da Sk+1 ad Sk, a cau-

sa del termine del servizio espletato da uno tra i k + 1 serventi occupati, e proporzionale
quindi a questo numero16. Se λ e µ non variano nel tempo, esaurito un transitorio ini-

corrisponde a quello in cui il tempo di servizio non varia, ma è costante, come ad esempio il caso del

tempo necessario alla trasmissione di una cella ATM di dimensioni fisse. In questi casi, la stessa intensità

media di traffico Ao = λ
µ
può essere gestita con un numero molto ridotto di serventi; nella realtà, ci si

troverà in situazioni intermedie.
15Si noti che il pedice o è una “o” e non uno “0”, ed identifica appunto l’aggettivo offerto.
16Pensiamo ad un ufficio postale visto da fuori: la frequenza media λ con cui entrano nuove persone non
dipende da quanti siano già all’interno, mentre invece la frequenza con la quale escono dipende sia dal

tempo medio 1/µ di permanenza allo sportello, che dal numero di sportelli (serventi) M in funzione. La

differenza con il caso che stiamo trattando, scaturisce dal fatto che l’ufficio postale è un sistema a coda,
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8.3 Sistema di servizio orientato alla perdita

ziale, il sistema di servizio si troverà in condizioni stazionarie, permettendoci di scrivere

le equazioni di equilibrio statistico

λpk = µ (k + 1) pk+1 con k = 0� 1� 2� . . . � M − 1 (8.3)

che eguagliano la frequenza media con cui il sistema evolve dallo stato k verso k +1, alla
frequenza media con cui avviene la transizione inversa17. La (8.3) può essere riscritta

come pk+1 = λ
µ(k+1)pk = Ao

(k+1)pk, che applicata ricorsivamente, porta a scrivere

pk =
Ak

o

k�
p0 (8.4)

Non resta ora che trovare il modo per dare un valore a p0, e questo è oltremodo semplice,

ricordando che deve risultare18 1 =
�M

m=0 pm = p0
�M

m=0
Am

o

m� , e quindi

p0 =

�
M�

m=0

Am
o

m�

�−1

(8.5)

Nei due casi distinti in cui i serventi siano in numero finito (e pari ad M ) od infinito

(M = ∞) otteniamo rispettivamente il caso cercato, ed un caso limite. Se poniamo

M = ∞, risulta che
�M

m=0
Am

o

m� = eA0 e quindi la (8.5) fornisce p0 = e−A0 , e la (8.4) diviene

pk = e−A0 Ak
o

k� , che come riconosciamo immediatamente è proprio la ddp di Poisson (8.1)

con valore medio A0. Se invece poniamo M finito, la sommatoria che compare in (8.5)

non corrisponde ad una serie nota, e dunque rimane come è, fornendo il risultato

pk = Pr (Sk) =
Ak

o

k�
�M

m=0
Am

o

m�

Notiamo ora che pM è la probabilità che tutti i serventi siano occupati, pari dunque alla

probabilità che una nuova richiesta di servizio sia rifiutata. Chiamiamo allora questo

valore Probabilità di Blocco, di Rifiuto o di Perdita� la cui espressione prende il nome di

Formula B di Erlang, del primo tipo, di ordine M ed argomento Ao:
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= E1�M (Ao) (8.6)

L’andamento di PB in funzione diM e di Ao è graficato in Fig. 8.2, e mostra (ad esempio)

come per una intensità di traffico offerto pari a 40 Erlang, siano necessari più di 50

serventi per mantenere una PB minore dell’1%, che salgono a più di 60 per una PB =
10−3.

e dato che la coda c’è praticamente sempre (ossia i serventi sono generalmente tutti occupati) possiamo

dire che la frequenza media di uscita è proprio Mµ.
17E’ un pò come se il numero medio di nuove richieste per unità di tempo λ si distribuisse, in accordo

alle probabilità pk, tra tutti gli stati possibili del sistema: come dire che del totale di λ, una parte
λp0 trovano il sistema vuoto, una parte λp1 con un solo occupante, eccetera. Per quanto riguarda le

richieste servite per unità di tempo, la frequenza di uscita dal sistema è quella che si otterrebbe con un

unico servente, moltiplicata per il numero di serventi occupati. Dato che questa ultima quantità è una

grandezza probabilistica, la reale frequenza di uscita µr può essere valutata come µr =
�M

m=1 µ ·m · pk
18Usiamo il pedice m anziché k per non creare confusione nella (8.6)
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