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Capitolo 6

Probabilita processi e statistica

i cui risultati saranno utilizzati molto estesamente nei capitoli seguenti. Dopo

aver brevemente riassunto assiomi, teoremi base e concetti di calcolo delle
probabilita, viene definita la variabile aleatoria, caratterizzata mediante distribuzioni e
momenti, e discusse le v.a. uniforme e gaussiana. Si passa quindi a descrivere i processi
aleatori, le diverse modalita di definirne delle medie, e le proprieta di stazionarieta
ed ergodicita. Viene poi sviluppata la teoria che consente di ottenere la descrizione
probabilistica di una trasformazione di variabile aleatoria, ed introdotta la densita
gaussiana multidimensionale con le sue proprieta. Infine si affrontano temi di statistica,
come la teoria della decisione, la stima di parametro e di intervallo, i test di verifica di
ipotesi.

P RIMA di proseguire con lo studio dei segnali, affrontiamo la teoria delle probabilita,

6.1 Teoria delle probabilita
Tratta delle caratteristiche regolari di fenomeni irregolari o casuali. Una prima defi-
nizione di probabilita é quella fornita dalla teoria frequentista, che la associa al limite
a cui tende il rapporto tra numero di casi favorevoli rispetto al numero di casi totali:
se ripetendo N volte un esperimento la circostanza A si verifica per ny volte la sua
frequenza relativa vale ns /N, da cui si deriva la probabilita di A come

Pry = lim 4

N—oo N

In termini piu astratti, 'insieme di tutte le circostanze possibili puo essere pensato come
un insieme algebrico, i cui elementi (o punti) sono appunto le diverse circostanze. I punti
possono essere raggruppati in sottoinsiemi (eventualmente vuoti o di un solo punto)
per i quali valgono le proprieta di unione, intersezione, complemento, inclusione...

I fenomeni fisici sono posti in relazione con i punti degli insiemi suddetti mediante il
concetto di spazio campione Q, che e 'unione di tutti i possibili risultati di un fenomeno
aleatorio, mentre i sottoinsiemi dello spazio campione sono detti eventi. L’intero spazio
e l’evento certo, mentre I'insieme vuoto corrisponde all’evento impossibile ¢ (od evento
nullo). Una unione | di eventi corrisponde all’evento che si verifica ogni qualvolta se ne
verifichi un suo componente, mentre intersezione () € verificata se tuttii componenti lo
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146 Capitolo 6. Probabilita processi e statistica

sono. Ad esempio, il lancio di un dado genera uno spazio con 6 punti (eventi) disgiunti.
Uno spazio campione puod avere un numero di punti finito, infinito numerabile, o
infinito.

6.1.1 Assiomi delle probabilita
Costituiscono le basi da cui derivano i teoremi successivi, affermando che
« 0 < Pr(A) < 1: la probabilita di un evento ¢
compresa tra 0 ed 1;
« Pr(Q) = 1: la probabilita dell’evento certo € 1;
« Se Pr (A;i N Aj) = ¢ allora Pr (IJ Aj) = X, Pr (4)):
la probabilita dell’'unione di eventi disgiunti ¢ la
somma delle singole probabilita.

6.1.2 Teoremi di base
+ Pr(¢) = 0: la probabilita dell’evento impossibile ¢ nulla;

. Pr(A(B) + Pr (A mﬁ) — Pr(A), e Pr(B) + Pr (E) = 1: un evento ed il suo
complemento riempiono lo spazio (detto anche teorema delle probabilita totali');

« Pr(AUB) = Pr(A)+Pr (B)—Pr (A B): la probabilita dell’evento intersezione
si conta una volta sola. Esempio alla nota?;

« Se B C Aallora Pr (B) < Pr (A): quando I’evento B é contenuto in A il verificarsi
del primo implica il secondo.

6.1.3 Probabilita congiunta, condizionata e marginale

Puo avvenire che il verificarsi di un evento influenzi il verificarsi o meno di un altro.
Si dice allora che lo condiziona, ovvero che I’evento influenzato é condizionato. La
probabilita che avvenga A, noto che B (evento condizionante) si sia verificato, si scrive
Pr (A/B), e si legge probabilita (condizionata) di A dato B, definita® come
Pr(4 B) 6.1)

Pr (B)

incui Pr (A, B) = Pr (A B) elaprobabilita congiunta che A e B si verifichino entrambi,
ed a patto che Pr (B) # 0 (altrimenti anche Pr (A/B) é zero!). Viceversa, le probabilita
dei singoli eventi Pr (A) e Pr (B) sono indicate come probabilita marginali.

Pr(A/B) =

1Utile per scrivere la probabilita di un evento come “1 meno” quella dell’evento complementare.
2Lanciando un dado, la probabilita Pr (pari |J > 2) di ottenere un numero pari, oppure pit1 grande
di due, € la somma delle probabilita dei singoli eventi Pr (pari) = % ePr(>2)= %, meno quella che si
verifichino assieme Pr (pari (| > 2) = %. Pertanto: Pr (pari |J > 2) = % +z- % =2,
3
La relazione puo essere verificata ricorrendo al diagramma in figura, ed interpretando
Pr (A/B) come il rapporto tra la misura di probabilita dell’evento congiunto, rispetto
a quella dell’evento condizionante.
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Esercizio Valutare la probabilita condizionata Pr (A/B) che lanciando un dado si ottenga un
numero pari (evento A = (pari)), condizionatamente all’evento B che il numero sia >2.
Soluzione alla nota®.

Invertendo la definizione (6.1) la probabilita congiunta puod essere ottenuta anche
come Pr (A, B) = Pr (A/B) Pr (B); inoltre, gli eventi condizionante e condizionato si
possono invertire di ruolo, permettendo di scrivere anche: Pr (A, B) = Pr (B/A) Pr (A).
Eguagliando le due ultime espressioni per la probabilita congiunta si ottiene la via
per calcolare una probabilita condizionata a partire dall’altra, qualora si conoscano
entrambe le marginali:

Pr(B/A) Pr (A)
Pr (B)

Pr (A/B) Pr(B)

Pr(A/B) = Pr(A)

ed anche Pr(B/A) = (6.2)

6.1.4 Probabilita a priori e a posteriori, teorema di Bayes

A volte un determinato evento A non puo essere osservato direttamente, ma se A ¢
in qualche modo legato ad un secondo evento B, che invece possiamo osservare, la
probabilita condizionata Pr (A/B) prende il nome di probabilita a posteriori, poiché
indica un valore di probabilita valutato dopo la conoscenza di B. Viceversa, in tale
contesto la probabilita marginale Pr (A) viene ora indicata come a priori, ovvero
presunta senza aver potuto osservare nulla.

In generale si conosce solamente Pr (A) e Pr (B/A), mentre per calcolare Pr (A/B)
occorre conosce anche Pr (B), vedi (6.2). Quest’ultima quantita si determina saturando
la probabilita congiunta Pr (A, B) rispetto a tutti i possibili
eventi marginali A;:

Pr(B)= ) Pr(B,A) =) Pr(B/A;)Pr(A)
; i
a patto che risulti Pr (A;, Aj) = 0 e [J A; = Q, ovvero che gli

eventi A; siano disgiunti e che il loro insieme {A;} costituisca
una partizione dello spazio degli eventi Q), come rappresentato in figura.

L’ultima relazione ci permette di enunciare il teorema di Bayes, che mostra come
ottenere le probabilita a posteriori a partire da quelle a priori e da quelle condizionate

in senso opposto:
Pr (B;/A;) Pr (A))
Y Pr(Bj/Ak) Pr(Ag)

Pr(Ai/B)) =

1l risultato ¢ pari alla probabilita Pr(A,B) = Pr(pari, >2) che i due eventi si verifichino
contemporaneamente, divisa per la probabilita Pg (B) = Pg (> 2) che il numero 51a >2.

Si rifletta sulla circostanza che la probabilita del pari Pg (A) = quella Pg (B) = 2, o quella congiunta
di entrambi Py (A, B) = £, sono tutte riferite ad un qualunque lanc1o di dado, mentre Pr(pari [>2) e
relativa ad un numero rldotto di lanci, solo quelli che determinano un risultato > 2. Pertanto, essendo
Pr(B) < 1, si ottiene Pr (A/B) > Pr (A, B); infatti per I'esempio del dado si ottiene Pr (pari /> 2) =
Pr (pari,> 2) /[Pr (> 2) = %/% = % che & maggiore di Pr (pari,> 2) = 3

Si ottiene invece Pr (A/B) = Pr (A, B) solo se Pr (B) = 1, ossia se B corrisponde all’'unione di tutti gli
eventi possibili.
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148 Capitolo 6. Probabilita processi e statistica

Al § ?? é mostrata 'applicazione di queste considerazioni ad un problema di
decisione statistica tipico delle telecomunicazioni, relativo alla ricezione binaria. Di
seguito, invece, ¢ illustrato un esempio piu diretto di applicazione del teorema di Bayes.

Esempio Un sistema di comunicazione radio é affetto da attenuazioni supplementari causate
da pioggia. Indicando con FS I’evento che il sistema vada fuori servizio, e conoscendo le pro-
babilita condizionate Pr (FS/piove) = 0.5, Pr (FS/non piove) = 0.05 e la probabilitad marginale
Pr (pioggia) = 0.03, determinare:

1. La probabilita di fuori servizio Pr (FS), indipendentemente dal verificarsi o meno
dell’evento piovoso;
2. La probabilita che stia piovendo, sapendo che il sistema & fuori servizio.

Risposte alla nota®).

6.1.5 Indipendenza statistica
Si verifica quando
Pr (A/B) = Pr (A)
in quanto il verificarsi di B non influenza A. Come conseguenza, per due eventi

statisticamente indipendenti avviene che

Pr (A, B) = Pr (A) Pr(B) (6.3)

Esempi
« Quale & la probabilita che, lanciando 3 volte un dado, esca 3 volte 1? Risultato (°).

« Un’urna contiene 2 biglie bianche e 3 nere. Qual ¢ la probabilita che su 2 estrazioni
consecutive senza reinserimento, escano le 2 biglie bianche ? Risultato (7).

» Qual € la probabilita che 2 carte, estratte a caso da un mazzo da bridge da 52, siano K e
Q ? Risultato (%).

6.2 Variabili aleatorie
Finora si € parlato di eventi in modo astratto, mentre spesso ci si trova ad associare ad
ogni punto dello spazio campione un valore numerico: lo spazio campione Q diventa

>La probabilita marginale di fuori servizio si calcola applicando il teorema delle probabilita totali
Pr (ES) = Pr (FS/piove) - Pr (piove) + Pr (FS/nonp.) - Pr (nonp.) =.5-.03+.05-.97 = .0635 = 6.35%
dato che Pr (non piove) = 1 — Pr (piove) = .97. Applicando il teorema di Bayes si trova quindi

Pr (piove/FS) = LUSIERR Srpiovd) 803 = 236 = 23.6%

Si noti come la probabilita a priori che piova (3 %) venga rimpiazzata dal suo valore a posteriori (23,6 %)
grazie alla nuova informazione di cui disponiamo (collegamento fuori servizio). Per una definizione pit
precisa delle probabilita a priori ed a posteriori si veda il § ??.

OF’ pari al prodotto delle probabilita marginali, essendo i lanci statisticamente indipendenti, visto che
il dado ¢ “senza memoria”. Pertanto il risultato é (%)3 = ﬁ > 4.6296 - 1073,

7 Anche 'urna é senza memoria, ma non I'esperimento aleatorio, visto che dopo la prima estrazione le

biglie restano in 4! Pertanto ora il prodotto delle probabilita marginali risulta % . % = %0'
8pr (K, Q) = Pr (K prima, Q seconda) + Pr(Q prima, K seconda) = Pr (K prima)
Pr (Qseconda/K prima) + Pr (Q prima) - Pr (K seconda/Q prima) = 2 (5;42 54—1) = % =12-1072
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Sezione 6.2. Variabili aleatorie 149

allora I’insieme dei numeri e prende il nome di variabile aleatoria, d’ora in poi spesso
abbreviato in v.a. Il verificarsi di un evento corrisponde ora all’assegnazione di un valore
(tra i possibili) alla v.a.; tale valore “prescelto” prende dunque il nome di realizzazione
della v.a. Distinguiamo poi tra variabili aleatorie discrete e continue, a seconda se la
grandezza che descrivono abbia valori numerabili o continui’. La caratterizzazione
della variabile aleatoria in termini probabilistici si ottiene indicando come la “massa
di probabilita” si distribuisce sull’insieme di valori che essa puo assumere, per mezzo
delle due funzioni (di v.a.) seguenti.

6.2.1 Densita di probabilita e funzione di distribuzione
Come la massa di un oggetto non omogeneo é distribuita in modo pitt 0 meno denso in
regioni differenti del suo volume complessivo, cosi la densita di probabilita (o d.d.p.)
indica su quali valori della variabile aleatoria si concentra la probabilita. Ad esempio,
la densita della v.a. discreta associata al lancio di un dado puo essere scritta:

6

pp(x) =Y %a (x —n) (6.4)

n=1

fico a lato, in cui D indica la v.a. (il numero che uscira),

e x una sua realizzazione (una delle 6 facce). I 6 impulsi
centrati in x = n rappresentano una concentrazione di probabilita nei sei possibili valori,
e Parea di tali impulsi é esattamente pari alla probabilita di ognuno dei sei risultati. E’
facile verificare che

00 b
/pD(x)dx:l e che risulta /pD(x)dx:Pr{a<D§b}

(%)

il cui significato discutiamo subito, con I'aiuto del gra- 1 4B (x)
6
[

—_

ovvero pari alla probabilita che la v.a. D assuma un valore tra a e b. In particolare, non
potendosi verificare una probabilita negativa, si ha pp (x) > 0 con Vx.

Una funzione di v.a. strettamente collegata alla densita é la funzione di ripartizione
o di distribuzione'®, definita come

X
Freo= [ px@de=Prix <x) (65)
e che risulta una funzione non decrescente di x, limitata ad Py )
un valore massimo di 1, ed il cui andamento mostriamo a x

lato sotto a quello di px (x), per la quale ovviamente risulta Fy ()
px (x) = %FX (x); nel caso invece della v.a. discreta D, la ! T 77777777777777777777777777777

9Un esempio classico di v.a. discreta & quello del lancio di un dado, un altro sono i numeri del lotto. Una
v.a. continua puo essere ad esempio un valore di pressione atmosferica in un luogo, oppure I’attenuazione
di una trasmissione radio dovuta a fenomeni atmosferici.

101 realt, 'ordine storico & quello di definire prima Fy (x) come la probabilita che X sia non superiore
ad un valore x, ovvero Fy (x) = Pr{X < x}, e quindi px (x) = % Il motivo di tale “prioritad”
risiede nel fatto che Fy (x) presenta minori “difficolta analitiche” di definizione (ad esempio presenta
solo discontinuita di prima specie, anche con v.a. discrete).
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150 Capitolo 6. Probabilita processi e statistica

relativa funzione di distribuzione é discontinua'?.

Ora é ancora piu evidente la circostanza che py (x) & una densitd, e diviene una
probabilita solo quando moltiplicata per un intervallo di x('?).

Istogramma Qualora non si disponga di una espressione analitica idonea a rappre-
sentare il modo con cui si distribuiscono i valori di una v.a., puo essere utile svolgerne
una stima mediante un istogramma. Questo assume l’aspetto di una versione per cosi
dire quantizzata della d.d.p. incognita, e si ottiene a partire da una serie di realizzazio-
ni'® della v.a., suddividendo il campo di variabilita della grandezza X in sotto-intervalli,
e disegnandovi rettangoli verticali, ognuno di altezza pari al numero di volte che (nel-
I’ambito del campione statistico a disposizione) X assume un valore in quell’intervallo,
come rappresentato in figura.

Dividendo I’altezza di ogni rettangolo per il numero

. . - o : IPX(X).
di osservazioni N, si ottiene una approssimazione di "I"""""Il |||||
px (x), via via piu precisa con N — oo, e con una ] il 1]

contemporanea riduzione dell’estensione degli intervalli.

6.2.2 Valore atteso, momento e momento centrato

Si tratta di grandezze per cosi dire riassuntive del modo con cui si distribuiscono i valori
di una v.a., e sono definite a partire da una generica funzione di variabile aleatoria'*
che indichiamo con g (x).

Valore atteso Si definisce valore atteso (o media di insieme') di g (x) rispetto alla
variabile aleatoria X la quantita

Ex {g (1)) = / ¢ (x) px (x) dax (6.6)

che corrisponde ad una media pesata, in cui i valori assunti da g (x) in corrispondenza
ad un certo x sono pesati mediante il corrispettivo valore di probabilita px (x) dx; tale
operazione di media integrale é indicata con la notazione Ex {.}!° , mediante la quale

A fianco & mostrata la Fpy (x) relativa al lancio di un dado: ricordiamo 4R
Hinfatti che la derivata di un gradino ¢ un impulso di area pari al dislivello, '_,_,_.—'—'T
e dunque applicando la (6.5) alla (6.4) si ottiene il risultato illustrato. 1 2 3 4 5 6

2Infatti la probabilita che X cada tra xg e xq + Ax vale f;;MAx px (x)dx = px (x0) Ax.

3Ricavate ad esempio da basi di dati anagrafici, sanitari, meteorologici o quant’altro, oppure effettuando
una apposita campagna di misura basata su di un campione statistico di adeguata numerosita (vedi anche
§ 6.6).

14Un esempio di funzione di v.a. potrebbe essere il valore della vincita associata ai 13 in schedina, che
dipende dalla v.a. rappresentata dai risultati delle partite, una volta noto il montepremi e le giocate. Infatti,
per ogni possibile vettore di risultati, si determina un diverso numero di giocate vincenti, e quindi un
diverso modo di suddividere il montepremi. Essendo i risultati improbabili giocati da un ridotto numero
di schedine, a queste compete un valore maggiore in caso di vincita, ben superiore al suo valore atteso,
indicativo invece della vincita media.

5Per insieme ci si riferisce allo spazio campione Q, costituito dai possibili valori assunti dalla v.a. X.

161n effetti, la E simboleggia la parola Expectation, che & il termine inglese usato per indicare il valore
atteso.
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si indica a pedice la v.a. (X) rispetto a cui eseguire la pesatura.
Nel caso di una funzione di piu v.a. g (x, y) il relativo valore atteso é calcolato in
base alla d.d.p. congiunta, ovvero

Bxy {g(x,9)} = / / ¢ (6) pxy (x,y) dxdy

in cui pxy («, y) si ottiene a partire dalle d.d.p. condizionate e marginali, come esposto
al § 6.1.3. Infine, la (6.6) puo essere calcolata utilizzando una d.p.p. condizionata
px/y (x/y), ed in tal caso anche il valore atteso Ex,y {g (x)} ¢ detto condizionato,
risultando funzione di y.

Momento Qualora si ponga g (x) = x", ovvero pari alla n-esima potenza della v.a., il
valore atteso prende il nome di momento di ordine n, e si indica come

m)((") =E{x"} = /00 x"px (x)dx (6.7)

Nel caso di variabili aleatorie discrete, i momenti sono definiti come m;l) =2 x!'pi,
in cui p; = Pr{x = x;}, pesando quindi le possibili realizzazioni x; con le rispettive
probabilita. Notiamo subito che m;{o) = [* px (x)dx = 1. Ragioniamo ora su due
importanti momenti.

Valor medio e media quadratica Il momento di primo ordine

my = mg) = / xpx (x) dx (6.8)

(%Y
prende il nome di valor medio della v.a., a volte denominato centroide, e coincide
con la media aritmetica ottenibile a partire dalla conoscenza delle realizzazioni della
v.a. ottenute ripetendo all’infinito I'esperiemento aleatorio. Viceversa il momento di

mgf) =/ x%px (x)dx

(%)

secondo ordine

viene indicato come media quadratica.

Esempio Supponiamo che la v.a. X rappresenti I’altezza degli individui: I'altezza media mx
puo essere stimata come media aritmetica delle relative misurazioni

Ny volte N, volte N, volte
Xp+xp 4+ Hxg+ g+ x A+ N+ Ny + L+ x, Ny,
= N - N

Al tendere di N = 37| N; ad oo, la stima iy viene a coincidere con il risultato mx
fornito dalla (6.8) qualora al posto delle probabilita px (x) dx si sostituiscano i valori

N (xj<x <xj+A ; N
W = %, tramutando cosi

Pr (x;) ottenuti tramite un istogramma Pr (x;) =
I’integrale in una sommatoria, ovvero f_o; xpx (x)dx = X xiPr (x;). Tale punto di
vista motiva il senso del concetto di pesatura dei possibili valori di x con le rispettive

frequenze.
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Momento centrato Nel caso in cui g (x) = (x —my)" il relativo valore atteso ¢
chiamato momento centrato di ordine n, ed indicato come

W =Bl =m = [ m)” pr () d
E’ immediato constatare che /xX =1eche [u( ) =0,

Varianza E’ il nome dato al momento centrato del 2° ordine, corrispondente a
U'X ‘ug‘) E {(x - mx)z} = / (x —mx)® px (x) dx

La radice quadrata ox della varianza ¢% prende il nome

di deviazione standard, e mentre la medla my indica Py(¥)
dove si colloca il “centro statistico” della densita di
probabilita, ox indica quanto le singole determinazioni ;
della v.a. siano disperse attorno ad m,. My

v

Una relazione notevole che lega i primi due momenti (centrati e non) & (17):
o‘X = m(z) (mx)* (6.9)

6.2.3 Variabile aleatoria uniforme

E’ caratterizzata dal presentare uno stesso valore di Py ()
probabilita per tutto I'intervallo delle possibili realiz-

zazioni, comprese tra un valore minimo ed uno massi- x{---- .

mo, come rappresentato in figura; pertanto la densita | . X,
di probabilita é esprimibile mediante una funzione
rettangolare

1
px (x) = ZrectA (x —my)

in cui A rappresenta l’estensione dell’intervallo di esistenza della variabile aleatoria,
mentre il parametro my, che indica I’ascissa a cui € centrato il rettangolo, corrisponde

esattamente al momento di primo ordine di X. Il calcolo della varianza'® invece fornisce:
2 A
9% =1z

17nfatti risulta

(7)2{ {(x - mX)Z} =E {xz + (mX)2 - meX} =E {xz} + (mx)2 —2myxE{x} =
= i+ (my)? = 2(mx)? = m — (my)?

Si é preferito usare la notazione E {x}, pill compatta rispetto all’indicazione degli integrali coinvolti; i
passaggi svolti si giustificano ricordando la proprieta distributiva degli integrali (appunto), ed osservando
che il valore atteso di una costante ¢ la costante stessa.

(2)

18 Anziché calcolare a’ per la py (x) data, calcoliamo my~ per una v.a. uniforme amedia nulla, ovvero

con my = 0, sfruttando il fatto che in base alla (6.9) in tal caso risulta m;{z) = 0)2(. Si ottiene:
(2) 8 21 4|2 (A, A 1,4 _ A
my =2 ¥ gdx = E_A:E(T"'T):EZT:ﬁ
2
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6.2.4 Variabile aleatoria gaussiana

A differenza del caso uniforme, la v.a. gaussiana presenta valori piu probabili in
prossimita del valor medio m,, in accordo alla d.d.p. con espressione

px(x) = 1 exp{_(x_—mx)z}
\/ﬁgx 20’3

ed il cui grafico dalla caratteristi- o S m=0 07202
ca forma a campana é mostrato G {

' 0.6
a lato per diversi valori dei pa- !

0.4

rametri m, e ¢, che compaiono : 02 [ X A s

| 2|

nella (6.10), pari rispettivamen- ; X ool emadiner NG St
. .. ‘my

te a media e deviazione standard s 20 12 34

della v.a. (vedi § 6.7.1), e che de- Figura 6.1: Grafico di una d.d.p. gaussiana
scrivono completamente la d.d.p. dal punto di vista analitico: pertanto la stima di
m, e o, (a partire da un buon numero di realizzazioni'?) ¢ sufficiente per descrivere
completamente il fenomeno aleatorio. La v.a. gaussiana emerge in molti fenomeni
naturali, ed & dimostrabile analiticamente che la sua densita ¢é tipica?® per grandezze ot-
tenute dalla somma di un numero molto elevato di cause aleatorie, tutte statisticamente
indipendenti e con la medesima d.d.p.?! (teorema centrale del limite®?).

6.2.4.1 Probabilita di un evento gaussiano ,
_(6-m)

Accade che il valore dell’integrale [ ﬁe 22 df mo-
strato in figura e che corrisponde alla funzione di distribu-
zione Fx (x) della v.a. gaussiana x non sia esprimibile in
forma chiusa, e dunque per Fy (x) non esiste una formula <t m —>
precisa. Al contrario, il suo valore viene calcolato per via numerica?®, e reso disponibile
mediante tabelle e grafici. Per evitare di dover ripetere il calcolo per ogni possibile
valore di media e varianza, 'estensione dell’area tratteggiata viene valutata per una
v.a. gaussiana normalizzata Z a media nulla e varianza %, ed espressa nei termini della

YDisponendo di un insieme {x,} di N realizzazioni di una variabile aleatoria X, possiamo effettuare
le stime m, = % ZnN:l Xp e 7713((2) = % Zf:]:l x2, il cui valore tende asintoticamente a quello delle
rispettive medie di insieme, come N (la dimensione del campione statistico) tende a co. Al proposito, vedi
§6.6.3.1.

20Tanto che la (6.10) & anche detta Normale, e per questo ¢ indicata anche come N (m, o’2).

21Questa condizione & anche detta di v.a. indipendenti e identicamente distribuite, ovvero i.i.d.

2211 teorema viene dimostrato al§ 6.7.2, ma puo essere divertente ed utile sperimentarne la validita
riccorrendo alla applet presente presso
http://www.randomservices.org/random/apps/DiceExperiment.html
Inoltre, considerando che al § 6.2.5 si mostra come la d.d.p. di una somma di v.a. indipendenti sia pari alla
convoluzione tra le rispettive d.d.p., osserviamo che la convoluzione ripetuta di una stessa d.d.p. con se
stessa, la gaussianizza.

20vvero mediante del software che implementa uno dei metodi descritti ad es. presso
https://en.wikipedia.org/wiki/Numerical_integration
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Figura 6.2: Valore di erfc {a} per una gaussiana a media nulla e varianza 1/2

funzione erfc {«}?* definita come rappresentato in fig. 6.2-a), ovvero

Rl | 2
erfc{a} = Pr{|z| > a} =2 —e 7 dz
{a} = Prje| > a} / 7

il cui andamento e graficato in fig. 6.2-b) per i diversi valori dell’argomento a > 0. In

questi termini, la funzione di distribuzione di z si ottiene come

1-Llerfc{z} z>0
Fz(z)=Pr{Z <z} =4, 2 {z}
erfe {-z} z<0

Tale risultato pu6 quindi essere usato per calcolare il valore di probabilita Pr {X > f}
con cui una v.a. X con media m e varianza o supera una soglia f > m, applicando il
cambio di variabile z = ig", che fornisce

a

Pr{X > f} = —erfc {ﬂ\/_;n} (6.11)

Esempio Valutare la probabilita che una v.a. gaussiana X con m = 2 e 0% = 4 superi il valore
x = 2.5. Il cambio di variabile Ji/_im determina per la v.a. normalizzata il nuovo valore di
a

soglia 12213 ~ (.17, e dalla fig. 6.2-b) si ottiene Pr {X > f} = %erfc {017} = %0.82 =0.41.

Ma proviamo a svolgere i calcoli: il valore di probabilita richiesto dall’esercizio cor-

oo _(6-m)?
risponde a Pr{X >} = [ ﬁe %2 df; ponendo 9\}7’; = 7 risulta df = V20 - dn

mentre |'estremo inferiore di integrazione diviene 7 = ’i}’", ottenendo cosi

<1 | 1
Pr{X>pB} = /x_m mae_”z\@a-dr;:ﬂ_m ﬁe_” dn_—erfc{ \/_;n}

V20 V2o
Questo risultato tornera utile al § 15.4, quando dovremo valutare a probabilita di errore
nelle trasmissioni numeriche.

La funzione Q Alcuni esprimono la probabilita di evento gaussiano come Q {x} =

92
Pr{X >x}= fxoo \/szne_fd& riferita dunque ad una sola coda di una v.a. gaussiana a

2411 termine erfc sta per funzione di errore complementare, e trae origine dai risultati della misura di
grandezze fisiche, in cui errore di misura, dipendente da cause molteplici, si assume appunto gaussiano.
Vedi anche https://it.wikipedia.org/wiki/Funzione_degli_errori.
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media nulla e varianza unitaria. Tra le due notazioni sussiste pertanto la relazione
=1 X
Q{x}= 2erfc{\ﬁ}.

Valori notevoli Per avere una idea della rapidita di azzeramento della campana
gaussiana, puo essere utile tenere conto che in un intervallo di estensione 2¢ centrato
attorno alla media si trova il 68,3% della probabilita, che sale al 95,5% per un intervallo
che si estende per +2¢ attorna alla media, ed arriva al 99,7% per un intervallo +30.
Vedi anche la tabella a pag. 176.

Mentre ai §§ 6.5 e 6.7.1 sono approfonditi ulteriori aspetti della v.a. gaussiana,
altri tipi di v.a. sono descritti assieme ai rispettivi casi di utilizzo, come nel caso della
v.a. esponenziale § 22.2.1, di Bernoulli § 22.1, Poisson § 22.2, Rayleigh e Rice pag. 423.
Qui invece il capitolo prosegue introducendo una descrizione di v.a. complementare a
quella fornita da d.d.p. e distribuzione, mediante la quale dimostrare il comportamento
di una somma di v.a. indipendenti.

6.2.5 Funzione caratteristica
La funzione caratteristica ®x (w) di una v.a. X é definita come 'antitrasformata di
Fourier della sua densita di probabilita, ovvero (equivalentemente) come il valore atteso

di e/ox. ) )
Ox (&) = F {px ()} = Ex [} = / px (x) 0*%dx (6.12)

Intuitivamente, possiamo pensare che si sia scelta 'anti-trasformata anziché la tra-
sformata in quanto una d.d.p. € una densita (di probabilita), similmente ad una densita
spettrale. Tra una d.d.p. px (x) e la relativa ®x (w) intercorre una relazione biunivoca,
nel senso che se due d.d.p. hanno la stessa ®x (), esse coincidono. Affrontiamo subito
due importanti applicazioni di questo nuovo strumento.

6.2.5.1 Densita di probabilita della somma di v.a. indipendenti
Osserviamo che, se z = x + y ¢ la somma di v.a. indipendenti, per la sua funzione
caratteristica si ottiene

o (1)

E, {ej(xw)t} = By {/™e"} = Ex {/™} By {e"}

@, (1) @y (1)

in quanto sotto tale ipotesi la d.d.p. congiunta pyy (x, y) si fattorizza nel prodotto
delle d.d.p. marginali px (x) e py () (vedi § 6.1.5), ed il valore atteso si scompone
nel prodotto di due integrali. Pertanto, la funzione caratteristica di una somma di v.a.
indipendenti ¢ pari al prodotto delle funzioni caratteristiche.

Effettuando ora 'operazione inversa (trasformata di Fourier della funzione caratte-
ristica della somma), e ricordando che ad un prodotto in un dominio corrisponde una
convoluzione nell’altro, si ottiene il risultato pz (z) = ¥ {®, (1)} = F {CDx (1) ®, (t)} =
px (x) * py () che ci permette di enunciare:

La densita di probabilita della somma di v.a. indipendenti é pari alla convo-
luzione tra le rispettive densita di probabilita marginali.
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Esempio Se x ed y sono due v.a. a distribuzione uniforme tra +A, la loro somma ha densita
di probabilita triangolare con base 2A. Pertanto, nel lancio di 2 dadi il risultato piu

probabile € 7. Infatti puo essere ottenuto come 6+1, 5+2, 4+3, 3+4, 2+5, 1+6, ovvero in 6
1

.o . eex 1 _ 1 _ 1 _1
modi diversi, ognuno con probabilita ¢ - ¢ = 5. e dunque Pr {7} = 65, = ¢.
6.2.5.2 Funzione caratteristica di una v.a. gaussiana
Consideriamo il caso di una v.a. gaussiana a valor medio nullo e varianza o?: si tratta di
2
.. 00 -x . . . .
eseguire il calcolo @, (w) = [~ #e 27 e/“*dx, il cui svolgimento® porta al risultato
e
_1,2,2
O, (w) =e 2v° (6.13)
ovvero ancora un andamento gaussiano, con dispersione (varianza) inversamente
proporzionale a quella della gaussiana di partenza. Qualora la v.a. abbia invece valore

medio m, # 0 la proprieta di traslazione della #—trasformata fornisce ®, (») =

1,22 ;
e 200" | gjomy

Ma per non farci mancare nulla, citiamo ulteriori proprieta della funzione caratte-
ristica:

Valore massimo Osserviamo che
0x (@) = [Ex )] < Ex {|e|} = / px (x) dx = Oy ()], = 1
dunque ®y (w) ha un massimo nell’origine.

Relazione con i momenti Se ®x (w) é derivabile k volte, dalla (6.12) si ottiene

dk?‘% =E {(jx)kej”x} che calcolata per w = 0 fornisce
d*ox (w) k(o k) _ ko ()
—_— =jExj=jm
e It {x*} = m;
Pertanto conoscendo i primi n momenti m,(cl), mj(cz), e mfcn) della v.a. x é possibile

ottenere una approssimazione Oy (w) della relativa funzione caratteristica ®x (w) nella
forma di una espansione in serie di potenze, ovvero

n dk® 3 n . k
oy (w) = ) L) “’——1+Zm§k>%
k=1 ’

k 1
~ dw w0 k!
o jor—is
%Ricordando che e”ef = e possiamo scrivere @, (w) = 2; 22, €/ 722 dx; riformuliamo quindi
na
2
I'esponente jwx — 5 come
«2 Goo)® | Gen)? _ 1 (2 _ cove) oy Geo)? _1x o2 (o)
—5g7 Tjx = S+ S = =g (77— 2jex + (juo)® | + S = =5 (F - jur) T+ 25

in modo da ottenere

1 (joo)? 1 o0 —1(xj )2 ~1 (o) R | _1(y)? _1,2.2
Oy (w) =e2V%7) —— e 2\s /) dx =e" 2% ——e 2V dy =297
2mo J-oo —o0 V21
avendo effettuato il cambio di variable y = 7 — jwo che da luogo agli stessi estremi di integrazione, mentre
dx = ody, ed avendo notato come l'integrale ora calcoli I’area di una gaussiana con varianza unitaria,

pari a ad uno.
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Inversione Conoscendo una stima ®y (w) della f.c. della v.a. x si puo ottenere una
approssimazione px (x) della relativa d.d.p. calcolandone la trasformata di Fourier,
ovvero

1 R .
by (x) = / bx (w) e dw
2T

Estendiamo ora i concetti fin quei esposti al caso di v.a. vettoriali o multivariate, le
cui realizzazioni corrispondono ad una n—upla di valori.

6.2.6 Variabile aleatoria multivariata

In questo caso la v.a. rappresenta congiuntamente un intero vettore x di variabili
aleatorie monodimensionali, ossia una loro collezione ordinata, in numero finito (ad
es. N), in relazione o meno tra loro in base a legami di tipo probabilistico.

Densita di probabilita Indicando con X la v.a. vettoriale, e con x una sua realizza-
zione costituita dalle N componenti x1, x5, - - - , XN, la v.a. multivariata e descritta per
mezzo della d.d.p. px (x) = px (x1,x2,-- -, xn) funzione di N variabili, per la quale
deve risultare

/ / / pX(xl,xz’..-’xN)dx1dx2-.-dXN:1

Distribuzione Anche nel caso multivariato puo essere definita una funzione di di-
stribuzione Fx (x), anch’essa N—dimensionale, il cui valore Fx (¥) = Pr {x < X} nel
punto X = (%1, Xy, - -+, %n) si calcola come

X1 X2 XN
FX(&):/ / / pX(xlfo"”ny)dxlde”-de

Densita di probabilita marginale La d.d.p. marginale pyx, (x;) della singola v.a. mo-
nodimensionale x; che prende parte al sistema di coordinate su cui X é definita, puo
essere calcolata a partire dalla d.d.p. congiunta px (x) mediante saturazione delle altre
v.a., OVvero

px,-(xi)=/ / / px (x1,x2,- - ,xN) dxq - -dxi—gdxipy - --dxn  (6.14)

N-1integrali

Densita di probabilita condizionata La d.d.p. di un sotto-gruppo di v.a. x, =
(x1,x2,- -+, x4), qualora il valore delle restanti coordinate x;, = (X441, Xg42, -+ , XN)
di x sia da ritenersi noto, si ottiene dividendo la d.d.p. congiunta px (x) per quella
marginale px (x5) che descrive gli eventi condizionanti, ovvero

px (%)

px (xp)

in cui px (x}) € ottenuta per saturazione (6.14). La separazione ordinale tra i due gruppi
di variabili ha lo scopo di semplificare la notazione di questa definizione; in realta, le
v.a. dei due gruppi possono essere prese con un ordine qualsiasi.

px (xq/xp) =
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Valore atteso e momenti Nel caso in cui si tratti del valore atteso di una funzione
di una sola v.a. marginale, si utilizza ancora la (6.6) in cui la d.d.p. € quella marginale
px; (x;) relativa alla v.a. rispetto alla quale si sta eseguendo la media di insieme. Per
questa via ¢ possibile ottenere un vettore mx = (m,,,my,, -+, my,) che rappresenta il
valor medio della v.a. multivariata X, le cui componenti m,, sono i momenti di primo
ordine delle v.a. marginali, ovvero

my, = Ex {xi} = /xile. (x;) dx;

Notiamo che sebbene la notazione Ex {x;} indichi un valore atteso calcolato rispetto
alla variabilita di tutte le componenti della v.a. multivariata X, il calcolo & svolto
ricorrendo alla d.d.p. marginale, in quanto le altre v.a. x; con j # i saturano (6.14).

D’altra parte, ¢ possibile ora valutare anche i cosiddetti momenti misti, in cui cioe
la media di insieme considera tutti i possibili valori di due o pit componenti di X,
pesando ognuno di questi con il relativo valore di probabilita. Ad esempio, un momento
misto di ordine (n,m) & definito come

m}(cnxr]n) Ex {xnxm} //x xf PXiX; xl,xj)dxidxj

ed un momento misto centrato di ordine (n, m) come

pc,(cj’xr]") Ex {(xi — mxl.)" (xj — mxi)m} = // (xi - mx,-)n (xj—mxj)mein (xi,x]-) dxidx;

in cui la py; X; (xi, x]-) bidimensionale & ottenuta saturando la px (x) sulle dimensioni
diverse daie j.

E’ ora il turno di estendere i concetti probabilistici allo spazio dei segnali.

6.3 Processi stazionari ed ergodici

Dopo aver descritto come caratterizzare statisticamente i valori di v.a. singole o vetto-
riali, occupiamoci del caso in cui si voglia descrivere da un punto di vista probabilistico
un intero segnale, la cui reale identita non sia nota a priori®®.

Un segnale siffatto viene detto membro (o realizzazione) di un processo aleatorio, e
puo essere indicato come x (t, ), mediante una descrizione formale che prevede una
coppia di insiemi: il primo di questi € 'insieme 7~ degli istanti temporali (tipicamente
entro un intervallo) su cui sono definiti i membri del processo, mentre il secondo &
relativo ad una variabile aleatoria ©, i cui valori 6 identificano ognuno una particolare
realizzazione del processo. Pertanto, una specifica realizzazione §; della v.a. © indicizza
il processo, i cui membri x (t,6;), cont € 7, sono noti solo dopo la conoscenza di
6; € © (¥"). Il processo aleatorio & quindi definito come I'insieme dei segnali {x (t,6)},

26Chiaramente, la maggioranza dei segnali trasmessi da apparati di TLc sono di questo tipo.

¥Tper fissare le idee, conduciamo parallelamente al testo un esempio “reale” in cui il processo aleatorio
¢ costituito da.... la selezione musicale svolta da un pj. L’insieme 7 sara allora costituito dall’orario
di apertura delle discoteche (dalle 22 all’alba ?), mentre in § faremo ricadere tutte le caratteristiche
di variabilita (umore del dj, i dischi che ha in valigia, la discoteca in cui ci troviamo, il giorno della
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conte T ef e 0.

Se viceversa fissiamo un par-
ticolare istante temporale t;, il
valore x (tj, 9) ¢ una variabile
aleatoria, la cui realizzazione
dipende da quella di § € ©;
pertanto, ¢ definita la densita
px (x (tj)) (indipendente da 6),
che possiamo disegnare in corri-
spondenza dell’istante ¢; in cui ¢

prelevato il campione?; a tale ri- ! o
guardo, si faccia riferimento alla

figura 6.3, che mostra le densita Px (x(to)

di probabilita definite e riferite a

membri di un processo.

Figura 6.3: Un processo non ergodico
6.3.1 Momento come media di insieme

Px(X/8y)

Px(X/6)

Consiste nel valore atteso di una potenza n-esima dei valori del segnale, eseguito rispetto
alla variabilita dovuta a ©, ed ¢ pertanto calcolata come

[oe]

my (1) = Eo {x" (1;,0)} = /_: x" (1}, 0) po (6) d6 =/ x"px (x (1)) dx

—c0
in cui 'ultima eguaglianza indica come la variabilita statistica di x" sia completamente
descritta dalla d.d.p. px (x (tj)) di x (¢}, 6) al variare di § € ©, mostrata in basso in fig.
6.3. Notiamo che secondo questo approccio, la media di insieme dipende dall’istante ¢;
in cui & prelevato un valore®.

6.3.2 Media temporale

In alternativa, possiamo fissare una particolare realizzazione 6; di ©, e quindi concen-
trare I’attenzione su di un singolo membro x (t,6;), che é ora un segnale certo®’: per
esso possono quindi essere calcolate le medie temporali, indicate con una linea sopra
alla quantita di cui si calcola la media ()
1 (T2
x"(t,6;) = lim —/ x" (t,6;)dt
T T J 12

settimana...).

Z8Nell’esempio, x (to, ) & il valore di pressione sonora rilevabile ad un determinato istante (es. le 23.30)
al variare di 6 (qualunque dj, discoteca, giorno...).

29 Ad esempio, se in tutte le serate il volume aumenta progressivamente nel tempo, la px (x (tj)) si
allarghera per t; crescenti.

30x (t,6;) rappresenta, nel nostro esempio, I'intera selezione musicale (detta serata) proposta da un ben
preciso dj, in un preciso locale, un giorno ben preciso.
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In particolare, troviamo il valore medio (pag. 14)

1 [T
t,0;) = lim — t,0;) dt
x (t,0;) TI_IEO T /—T/z x (t,0;)
e la potenza®! (eq. (1.1)) (0 media quadratica)
1 [T
x%(t,0;) = lim —/ x% (t,6;) dt
T T J 12

Notiamo che una generica media temporale:

« non dipende dal tempo;

« & una variabile aleatoria, in quanto dipende dalla realizzazione di ©.

6.3.3 Media temporale calcolata come media di insieme

L’estrazione da x (¢, 6;) di un valore ad un istante casuale t € 7 definisce una ulteriore
variabile aleatoria, descritta dalla densita di probabilita (condizionata) px (x/6;), che
disegniamo a fianco dei singoli membri mostrati in fig. 6.3. Qualora la px (x/6;) sia
nota, le medie temporali di ordine n possono essere calcolate (per quel membro) come
1 rispettivi momenti:

1 T/2 00
X (1,6) = lim / X (1,6;) di = / x"px (x/6:) dx = Exjo-g, {x"} = m"’ (6)

— T)/2 o0
Cio equivale infatti ad effettuare una media ponderata, in cui ogni possibile valore di x
¢ pesato per la sua probabilita px (x/6;) dx (vedi I'esempio a pag. 151).

6.3.4 Processo stazionario
Qualora py (x (t;)) non dipenda da t;, ma risulti px (x (tj)) = pJ (x) per qualsiasi
tj € T, il processo {x (t,0)} ¢ detto stazionario®® in senso stretto. In tal caso tutte le

(n) perVte 7,ele

medie di insieme non dipendono piu dal tempo, ossia mg(") (t) =my

px (x (tj)) in basso in fig. 6.3 sono tutte uguali.

Se invece sono solamente le prime due medie di insieme my (t) e mﬁ?) (t) anon
dipendere da t, il processo {x (t,6)} & detto stazionario in media ed in media quadratica,
od anche stazionario in senso lato®>. Nel caso di un processo gaussiano (§ 6.5.3), la
stazionarieta in senso lato implica quella in senso stretto.

31m§(2) (6;) in questo caso rappresenta la potenza media con cui € suonata la musica nella particolare
serata 0;.

32La “serata in discoteca” stazionaria si verifica pertanto se non mutano nel tempo il genere di musica, il
volume dell’amplificazione... o meglio se eventuali variazioni in alcune particolari discoteche-realizzazioni
sono compensate da variazioni opposte in altrettanti differenti membri del processo.

33In questo caso la px (x (t)) non & nota, oppure non ¢é stazionaria, ma le maggiori applicazioni della
proprieta di stazionarieta dipendono solo da my (t) e mg{z) (t), che possono essere misurati (o per meglio
dire stimati, vedi § 6.6.3.1), e risultare stazionari anche se px (x (t)) nonlo é.

34Infattila d.d.p. gaussiana é completamente definita qualora siano noti i valori di media e (co)varianza,
vedi §§ 6.2.4 € 6.5.
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Supponiamo ora di suddividere il membro x (¢, 6;) in pil intervalli temporali, e di
calcolare per ciascuno di essi le medie temporali, limitatamente al relativo intervallo.
Nel caso in cui queste risultino uguali tra loro, e di conseguenza uguali alla media
temporale mﬁ(") (6;), il membro & (individualmente) stazionario®. Ovviamente, se tutti
i membri sono individualmente stazionari, lo € anche il processo a cui appartengono.

6.3.5 Processo stazionario ed ergodico

Questa importante sottoclasse di processi stazionari identifica la circostanza che ogni
membro del processo é statisticamente rappresentativo di tutti gli altri. Cio si verifica
quando la densita di probabilita (a destra in fig. 6.3) dei valori estratti da un singolo
membro px (x/6;) & sempre la stessa, indipendentemente dal particolare ¢;, ottenendo
in definitiva px (x/6;) = pg (x) indipendentemente dalla realizzazione e, per la sta-
zionarietd, anche px (x/tj) = p; (x), e dunque p?( (x) = p;(x) = px (x). In questo
caso le medie temporali m)((n) (6;), calcolabili come momenti sulla singola realizzazione

come illustrato al § 6.3.3, sono identiche per tutti i membri®® 6;, ed identiche anche alle
(n)

M (tj) calcolate per un qualunque istante. Enunciamo pertanto la

medie di insieme m
definizione:

Un processo stazionario é ergodico se la media temporale calcolata su di
una qualunque realizzazione del processo, coincide con la media di insieme
relativa ad una variabile aleatoria estratta ad un istante qualsiasi (per la
stazionarieta) dall’insieme dei suoi membri.

Esempio: la potenza di segnale Mostriamo come il calcolo della potenza di un membro di
un processo ergodico sia equivalente a quello del momento di 2° ordine del processo:

1 T/2 o0

Px(0) = x%2(0) = lim —/ x? (t,@)dt:/ x*px (x/6) dx =
T—ooo T -T/2 oo
= / xsz(x)dxzmg{z):E{xz}:PX

Questo risultato mostra come sia possibile calcolare la potenza di una realizzazione di
un processo, senza conoscere la forma d’onda dei suoi membri.

Esempio: il valore medio A pag. 14 ¢ stato definito come % = limy_,e 7 f_TT//ZZ x (t) dt, ov-

vero come una media temporale del primo ordine. Qualora x (t) sia membro di un
processo ergodico, tale valore puo esser calcolato anche come valore atteso di x (1),
ovvero momento di primo ordine m, della v.a. x estratta dal processo:

T/2 00
£(0) = lim%/_ x(t,@)dt:/_ xpx (x/6) dx =

T/2 00

[ xpx 0 d = B (x = mx

fo'e}

3 Questo accade se la selezione musicale di una particolare serata si mantiene costante (es. solo
raggamuffin) oppure variata ma in modo omogeneo (es. senza tre “lenti” di fila).

36Volendo pertanto giungere alla definizione di una serata ergodica in discoteca, dovremmo eliminare
quei casi che, anche se individualmente stazionari, sono decisamente “fuori standard” (tutto metal, solo
liscio...).
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Potenza, varianza, media quadratica e valore efficace In particolare osserviamo
che in base alla (6.9) possiamo scrivere

Px = mg{z) =72+ (my)* (6.15)

e per i segnali a media nulla (m, = 0) si ottiene Px = o2; in tal caso il valore efficace
(pag. 15) VPx coincide con la deviazione standard o,. La radice della potenza ¢ inoltre

spesso indicata come valore RMS (ROOT MEAN SQUARE), definito come xgps = 4/ x2 (1),
ovvero la radice della media quadratica (nel tempo). Se il segnale é a media nulla, xgpss
coincide quindi con il valore efficace; se x (t) € membro di un processo ergodico a
media nulla, xgys coincide con la deviazione standard.

6.3.6 Riassumendo
+ Se un processo € ergodico, € anche stazionario, ma non il viceversa. Esempio: se
x (t,0) = Cy pari ad una costante (aleatoria), allora é senz’altro stazionario, ma
px (x/6) =0 (x — Cp), e quindi non ergodico.

« Se un processo é ergodico é possibile:

— calcolare le medie di insieme in forma di medie temporali a partire da una
singola realizzazione oppure

— ottenere le medie temporali di una qualunque realizzazione a partire dalle
medie di insieme, disponendo della statistica px (x), e anche

— stimare la d.d.p. a partire dall’istogramma dei valori estratti da un qualunque
membro.

+ Se 'eguaglianza tra medie di insieme e temporali sussiste solo fino ad un de-
terminato ordine e non oltre, il processo non é ergodico in senso stretto. Per cio
che concerne le telecomunicazioni, é spesso sufficiente la proprieta di ergodicita
in senso lato, ovvero limitata al 2° ordine, che garantisce x (t) = E{x} = m,;
x2(t) = E{x?} = m?.

6.3.7 Processo ad aleatorieta parametrica

A volte puo convenire pensare un segnale certo come rappresentante di una intera
classe di segnali che definiscono un processo ergodico, in modo da poter calcolare
le medie temporali che lo riguardano mediante delle medie di insieme. In tal caso
si rientra nella categoria di processi parametrici {x (t,6)} in cui la v.a. § compare in
modo esplicito nella espressione analitica dei segnali membri. Ad esempio, il segnale
periodico o0
x(t,0) = Z A-gr(t—6—nT) (6.16)

n=—oco

rappresentato alla figura seguente, ha come parametro aleatorio un ritardo 6, che
ne rende imprecisata la fase iniziale. Se 6 & (come in figura) una v.a. a distribuzione
uniforme tra —T/2 e T/2 (ovvero pe(f) = %rectT(Q)), allora il processo (6.16) risulta
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stazionario ed ergodico. Infatti sce-
gliendo ad esempio una g(t) =

trir (t) la d.d.p. per una v.a. estratta P
dal processo ad un istante qualunque 1
diviene pari a’ A

1 A
X) = —rectpa(x — — 6.17 >
Px () A A( 2) (6.17) T2 T2 T T2 T2
uguale cio¢ alla d.d.p. ottenibile estraendo una v.a. da un membro qualunque.

Esercizio Possiamo verificare la coincidenza tra medie temporali e di insieme, osservando
che il valor medio my = E {x} di un qualunque membro di (6.16) & pari alla media
. \ . . 2
temporale 4, la varianza & pari a quella della d.d.p. uniforme ot = % (§6.2.3), ela
potenza vale®
A% A% 4A? A2
P :Jz+m2:_+—:—:— 6.18
TN TR T T 12 3 (6.18)
Se la pe(0) fosse stata diversa, il processo avrebbe perso stazionarieta e quindi ergo-
dicita. Infatti, ponendo ad esempio pe () = %rectz () e volendo ottenere una media
2
di insieme considerando i possibili membri del processo nell’intervallo temporale

—T/s4 < t < T/a, tutte le realizzazioni avrebbero valori maggiori del valor medio %.

Processo armonico Si tratta di un processo ad aleatorieta parametrica, i cui membri

hanno espressione 2
x (t,0) = Acos (27fot + 6) 15
dove 6 € una v.a. uniforme con d.d.p. pg (0) =
%rectgn (). In tal caso il processo € stazionario i
ed ergodico, ed a pag. 166 si dimostra che un valore |
estratto a caso da un membro qualsiasi & una v.a.
con d.d.p. ol
px (x) = ; (6.19) Figura 6.4: Densita di prob. per un

TVA% — x? processo armonico

mostrata in figura 6.4, la cui sagoma € detta a vasca da bagno (BATHTUBE).

37La (6.17) non & frutto di un calcolo, bensi di un ragionamento: I'impulso g7 () triangolare non “passa
piu tempo” su di un valore o su di un altro, ma passa lo stesso tempo su un qualunque valore tra 0 ed A.
Pertanto i diversi membri del processo, ognuno relativo ad un diverso 6, qualora valutati ad un medesimo
istante ¢, assumono uno qualsiasi dei valori tra 0 ed A con d.d.p. uniforme.

38Verifichiamo per esercizio che il valore (6.18) corrisponda a quello calcolato come media temporale.
Calcoliamo innanzitutto 'energia &g di g (1):

=Tz =172 2t]? =1/2 4 4r)?
_ 2 g = - = — - — =
Sg_z/o lg(1)] dt—z/o [1 T] dt 2/0 [1+T2 T] dt
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Segnale dati Anticipiamo l’espressione (15.1) a cui aggiungiamo un elemento di
indeterminazione per quanto riguarda la relazione temporale tra origine dei tempi e
gli istanti caratteristici, scrivendo

(o)

x(t,0) = Z ang (t = nT +6) (6.20)

n=—0o

con 0 v.a. a distribuzione uniforme tra i%, in modo da rendere il processo ergodico®’.
Mentre il calcolo della sua densita di potenza sara affrontato al § 7.2.5, qui ci limitiamo
ad osservare che, considerando i valori a, come determinazioni di v.a. indipendenti ed
identicamente distribuite, la densita di probabilita di x (t) puo euristicamente essere
desunta dalla analisi del corrispettivo diagramma ad occhio (§ 15.1.2.3). Ad esempio,
nel caso di g (t) rettangolare e a, a due livelli equiprobabili (vedi fig. 15.3 a pag. 440) la
px (x) sara costituita da due impulsi di area 1/2, mentre nei casi di limitazione in banda
e/o adozione di un impulso con caratteristica a coseno rialzato, la stessa assumera un

andamento COl’ltil’lu040.

6.4 Trasformazione di v.a. e cambio di variabili

Quando pil v.a. si combinano con leggi diverse dalla somma, il risultato del § 6.2.5 non
¢ piu sufficiente a fornire una espressione per la d.d.p. risultante. Illustriamo quindi il
procedimento analitico generale, necessario ad ottenere una espressione per la d.d.p. di
una generica funzione di v.a.

6.4.1 Caso unidimensionale

Consideriamo una prima v.a. X, ed una seconda Y da essa derivata per mezzo della
relazione y = f (x), che si applica alle determinazioni x di X. Nel caso in cui f (x)
sia monotona non decrescente (vedi fig. 6.5-a), e indicando con x = g (y) la corri-
spettiva funzione inversa, la caratterizzazione probabilistica di Y nei termini della sua
d.d.p. py (¥) puo essere ottenuta a partire da quella di X nei termini della funzione di
distribuzione di Y, come

Fy (y) =PriY <y} =Pri{X <g(y)} (6.21)
e calcolando poi py () = %. D’altra parte, qualora la trasformazione f (x) non sia

monotona come nel caso mostrato in fig. 6.5-b), la (6.21) non € piu usabile, in quanto i
valori y < y hanno origine da due diversi intervalli di X, in corrispondenza dei quali
I’area sottesa dalla px (x) individua la probabilita cercata.

Procedendo con ordine, trattiamo prima il caso di f (x) monotona crescente come
in fig. 6.5-a), in cui per ogni valore di j esiste un solo intervallo di X C X tale che

In assenza del parametro #, e considerando la sequenza aleatoria degli a, staziona-
ria ed ergodica, x(t,6 =0) costituisce un processo ciclostazionario in senso stretto (vedi
https://en.wikipedia.org/wiki/Cyclostationary_process), ossia per il quale le medie di insie-
me di qualsiasi ordine sono periodiche di periodo T. La presenza della v.a. uniforme 6 rende x (t, ) un
processo stazionario, ed anche ergodico.

40In una futura edizione, potrei calcolare le ddp corrispondenti ai diagrammi ad occhio di fig. 15.8
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<!

Xy {:y= -9
L T

C R, ()=Pr{Y<y} J
Figura 6.5: Trasformazioni tra variabili aleatorie

¥ =1 ®)|,cx <, ela(6.21) puo essere riscritta come
Fy (3) =PriX <g(y)}=Fx(x=g(1)
che, derivata, permette di giungere alla espressione che consente il calcolo della py (y):

d
prin =D ) B (g () B

(6.22)

x=g(y)
La(6.22) indica chelanuovav.a. y = f (x) possiede una d.d.p. pari a quella di x, calcolata
con argomento pari alla funzione inversa x = g (y), moltiplicata per la derivata di
g (). Lad.d.p. della v.a. risultante si presta anche ad un processo di costruzione grafica,
come esemplificato in fig. 6.5-c).

Esempio Determinare py (), qualora risulti y =f (x) = , nel caso in cui

2

0 conx <0
X conx >0

px (x) = —rectA (x). Osserviamo innanzitutto che tutte le determinazioni
x < 0 danno luogo ad un unico valore y = 0; pertanto si ottiene y=1(x)=x
py (0) = %0“ (y). Pero <y < ATZ (corrispondente ad 0 < x < % %2 o
si applica la teoria svolta, ottenendo Fy (y) = Pr {x < \/5} = 1 X
Fx (v/7), e dunque R L
. py(x)
dFy (y) _ dFx(x)|  dlx=v)) _1 1 B |
o= : bt T s o
y x x:\/j y A 2\/5 A
) 2
in cui l'ultima eguaglianza tiene conto che dFX(x) = px (x), che + %\‘iz
vale 1 per tutti gli x nell’intervallo in con5|dera2|one. L'ultima ‘ > Y
curva mostra la d.d.p risultante per questo esempio. %

Se invece la f (x) € monotona ma decrescente, consideriamo semplicemente che le pro-
babilita Pr{x <X <x+dx} = px(x)dx e Pr{y <Y < y+dy}l,_r) = pr () dy
devono essere uguali, ma dato che con f (x) decrescente ad un dx positivo corrisponde
un dy negativo, prendiamo il valore assoluto di entrambi: px (x) |dx| = py () |dy|;
sostituendo quindi x con la sua funzione inversa x = g (y) e riarrangiando si ottiene

dg (y)‘

py () = px (g () (6.23)

che ¢ la versione pill generale del risultato (6.22).
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. . . . . . b
Esempio Qualoraf (x) sia una relazione lineare y = ax +b possiamo scrivere x = g (y) = y—

e %g () = %; pertanto la (6.23) si traduce in py (y) = |a|PX ( ) ovvero la nuova v.a.

Y possiede una d.d.p. con lo stesso andamento di px (x), ma traslata di b e compressa
o espansa di a.

Trasformazione non monotona In questa circostanza due o piu valori di X produ-
cono lo stesso valore di Y (vedi fig. 6.5-b)), e non esiste una funzione inversa x = g (y)
univoca. In tal caso si suddivide la variabilita di X in piu intervalli ;, in modo che
per ciascuno di essi possa definirsi una f; (x) monotona: tali intervalli individuano
eventi mutuamente esclusivi, e dunque si puo calcolare il lato destro di (6.23) per ogni
funzione inversa g; (y) = f. "' (x), e quindi sommare i risultati per ottenere py ().

Esempio Consideriamo la funzione y = f (x) = cos (x) in cui x € una v.a. con d.d.p. uniforme
px (x) = %rectz,[(x — ). Dato che per 0 < x < 7 il coseno é decrescente, mentre per
7 < x < 21 é crescente, applichiamo la (6.23) su questi due intervalli. Per il primo si ha

x = g1 (y) = arccos (y), la cui derivata vale % ==L =, mentre py (x) é costante e
pari a 5- indipendentemente da x, dunque px (g1 ()) = y=cos(x) ‘
ﬁ. Per il secondo intervallo la funzione inversa vale X

ancora x = g, (y) = arccos (), cosi come medesime ‘ i o
sono le altre considerazioni. Pertanto si ottiene

d
prOn = (o 00|52 e (g o) |7 -
1 -1 -1<y<1
= 2:-— |— =T 1-y?
o 1=y {0 altrove

6.4.2 Caso multidimensionale

Descriviamo questo caso per mezzo del vettore di v.a. X = (xl, Xy, . ..,xn), acuie
associata una d.d.p. congiunta px (x1, x3 ..., x), e di un secondo vettore aleatorio Y
dipendente dal primo mediante la trasformazione Y = F(X), ovvero

N =f1(xl,xz,---,xn)

V2 = fz(xl, X2, .u) xn)
. (6.24)

Yn = fn(xl;xz, --wxn)

Se esiste la relazione inversa X = F1(Y) = G(Y) univoca, composta dall’insieme di
funzioni x; = g;(y1, ya,..., yu) peri=1,2,--- ,n, allora per la d.d.p di Y sussiste*!
risultato formalmente molto simile a quello valido nel caso monodimensionale, e cioe

py (91,22, yn) = px (X = G(Y)) - |det (J (X/Y))| (6.25)

#1La dimostrazione segue le medesime linee guida del caso precedente, ed & impostata sulla base della
considerazione che la funzione di distribuzione di Y, calcolata in un generico punto y = (j1, jz, - ., Jn),
rappresenta la probabilita che Y appartenga alla regione (dominio) delimitata dal punto y, indicata con
Dy:

y

Fy(y) = Pr{Y <y} = Pr{Y € Dy}
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in cui px (x = G(Y)) e la d.d.p. di X calcolata con argomento dipendente da Y, e

|det (J (X/Y))| ¢ il modulo del jacobiano della trasformazione inversa G, ossia del

determinante della matrice costituita da tutte le derivate parziali di G, detta jacobiana®:

oy a9y 0Yn
dx; dxz ¢ .
J(X/Y)=[a—l]= o
Yij : :
L 03)1 3;Vn ]

Un esempio di applicazione della teoria appena discussa viene svolta al § 14.4, allo
scopo di descrivere in termini probabilistici il problema della detezione di una sinusoide
immersa nel rumore; tale descrizione é quindi usata al § 6.6.1 per impostare il problema
della decisione statistica. Un altro caso applicativo si riferisce alla d.d.p. del prodotto
tra v.a. (pag. 211).

6.5 Gaussiana multidimensionale

Questo termine individua una v.a. vettoriale X ottenuta a partire da n v.a. marginali
xi, i =1,2,- -+, n tutte gaussiane. La d.d.p. congiunta in questo caso € espressa in modo
formalmente simile a quello del caso unidimensionale, come

px (x) = —% (x —my) 32 (x - mx)T} (6.26)

S S {
V(27r)" det(3y)

incuix = [x1,x2,- -+, x,] il vettore riga che rappresenta le n v.a. marginali, m, é il
vettore dei rispettivi valori medi, 2, & la matrice di covarianza (vedi § 7.1.2) i cuin X n
elementi risultano paria oy, ; = E{ (i —my,) (xj— mxl.)}, e " rappresenta I'operatore di

Alla stessa regione Dy, ne corrisponde una diversa Dx nello spazio X, tale che per ogni valore x° € Di
risulti y° = F(x°) € Dy. Con queste posizioni, la Fy(y) = Pr {Y € D};} si calcola a partire dalla d.d.p.
px (x), integrata sul dominio Dy:

P =Peixe D= [ px i

Infine, osservando che
( ) = "FY(y1,¥2, - n)
PY V1L Y2, -0 I 0y10y2 -+ Oyn
si ottiene il risultato mostrato.
#2J(X/Y) ¢ indicata come matrice jacobiana, ed il suo determinante come jacobiano, vedi

https://it.wikipedia.org/wiki/Matrice_jacobiana
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trasposizione. In tal caso le v.a. marginali x; vengono dette congiuntamente gaussiane,
e la conoscenza di m, e 2, ne definisce in modo completo la densita di probabilita. Per
un approfondimento delle proprieta analitiche di 3, si veda il § 6.7.3.

Notiamo che il termine 1/4/(27)" det(3,) rappresenta l'altezza di px (x) per x = m,,
in cui I'esponente di (6.26) si annulla. Per x # m, lo stesso esponente é una forma
quadratica (pag. 186) sempre positiva, e che cresce all’aumentare di |x — m,|.

Esempio In figura 6.6-a) é rappresentato il grafico 3p di una d.d.p. gaussiana bidimensionale

1 .1
01 o0 5) si puo notare 'asimmetria legata ai valori
ol # aj, e la centratura dovuta ad m, # 0. La fig. 6.6-b) mostra la stessa d.d.p. da un
punto di vista corrispondente agli assi, mentre la fig. 6.6-c) ne riporta le curve di livello,
che mostrano come la forma quadratica dell’esponente determini per la superficie di
pxy (x,y) dei contorni ellittici, in cui la lunghezza degli assi delle ellissi & legata a o, e
oy, mentre I’inclinazione dipende dalla covarianza o.

pxy (x,y),conm=(0,1) e X = (

Figura 6.6: a) - d.d.p. gaussiana bidimensionale; b) - vista frontale e laterale; c) - curve di livello

6.5.1 Indipendenza statistica per v.a. gaussiane incorrelate
Affrontiamo la dimostrazione di quanto affermato in fondo al § 7.1.2, ovvero che,
unicamente nel caso di v.a. congiuntamente gaussiane, il sussistere di incorrelazione tra
le stesse ne implica 'indipendenza statistica. Osserviamo infatti che nel caso in cui le
v.a. marginali siano incorrelate, ossia oy, y =0coni# j, la matrice di covarianza X,
risulta essere diagonale, cosi come la sua inversa, i cui elementi risultano in tal caso
essere pari a 1/s2; inoltre, si ottiene che det(2,) = [, x . Pertanto in questo caso la
(6.26) si esprime come

1 " (xi - mx.)Z
p(x) = exp =3 — (6.27)
\" (2 i= 1 Ox; 2 ; 0’31.

che evidentemente equivale al prodotto delle singole d.d.p. marginali*3

2

1 1 (xi - mx,')
V2ray, 2 o
Ma dato che questo risultato € proprio la definizione di indipendenza statistica (§ 7.1.2)
tra le v.a. marginali, abbiamo ottenuto la dimostrazione cercata.

p(x;) =

435j verifichi per esercizio che nel caso di una coppia di v.a. congiuntamente gaussiane, a media nulla
ed uguale varianza, si ottiene I’espressione (14.11) di pag. 423.
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Infine, osserviamo che nel caso in cui le v.a. marginali siano indipendenti, egua-
gliando I'esponente della (6.27) ad una costante si ottiene I’equazione di una ellisse
riferita agli assi principali, ossia le curve di livello di fig. 6.6-c) si dispongono con gli
assi paralleli a quelli del dominio descritto dal vettore aleatorio x.

6.5.2 Trasformazione lineare di v.a. gaussiane

Un’altra importante proprieta di questo tipo di v.a. ¢ la sua invarianza rispetto alle
operazioni di combinazione lineare. Se infatti indichiamo con X una v.a. gaussiana
multivariata, e con Y = XA un secondo vettore aleatorio ottenuto mediante molti-
plicazione di X per una matrice A, fornendo y; = i, a;jx;, possiamo mostrare che
anche Y risulta descrivere una v.a. gaussiana. In accordo con la trattazione svolta al
§ 6.4.2, scriviamo la trasformazione inversa come X = YB in cui B = A™!, mentre per
la d.d.p. della nuova v.a. Y, in base alla (6.25) otteniamo py (y) = px (x = yB) - det (B),
in quanto la matrice jacobiana J (X/Y) corrisponde alla trasposta della matrice B stes-

sa**; inoltre, risulta che m, = m,B. Sostituendo questi risultati nella (6.26) si ottiene

pertanto det (B) 1
py (¥) m exp {_5 (yB —m,B) 3" (yB - myB)T}
det (B)

1 -1pT T

= —exp{——(y—m)BE B (y —m,) }
V2r)" det(3,) 2 v g

che é nuovamente I'espressione di una d.d.p. gaussiana multivariata y, con media

my, =m,B~' =m,A e covarianza 3, = AT3,A®.

6.5.3 Processo gaussiano
Una importante classe di segnali aleatori e costituita X1 X Xn
da un processo stazionario in senso lato, la cui d.d.p. di : : ;
primo ordine ¢ gaussiana, e dai cui membri ¢ possibile
estrarre ad istanti diversi una o piu v.a. gaussiane, che
indichiamo collettivamente con il vettore aleatorio x,
descritto dalla d.d.p. multivariata (6.26). £
La stazionarieta garantisce che il corrispondente vettore del Valorl medi m, present1
tutti gli elementi uguali e pariam, = E {x (t)}, e che la matrice di covarianza ¥, presen-
ti elementi ottenuti valutando la covarianza o, (7) = E{(x (t) —my) (x (t +7) — m,)}
del processo (vedi eq. 7.3) in corrispondenza degli intervalli temporali 7;; tra gli istanti di
campionamento nei quali sono estratte le coppie di v.a. marginali x; e x; descritte dalla
gaussiana multivariata. In altre parole, i valori ¢;; che compaiono in X, sono ottenuti
come 0jj = 0y (TU), mentre su tutta la diagonale compare la varianza J,f =0, (0).

Essendo il processo gaussiano, le due grandezze m, e 2, lo descrivono completa-
mente, e se si verifica anche I'ipotesi di ergodicita, possono essere stimate a partire da
una qualunque realizzazione, vedi eq. (6.28) a pag. 173.

44Infatti, potendo scrivere x; = Z?:1

Infatti risulta (BE;IBT)_l = (BT) ' 3,B~! che, essendo B~! = A, fornisce il risultato per 3.

bjiyj, lelemento i, j della matrice J risulta pari a j;; = g—;; = bj.

TeoriadeiSegnali.it



170 Capitolo 6. Probabilita processi e statistica

6.6 Elementi di statistica

La statistica si occupa dell’utilizzo numerico di osservazioni e misure, il cui esito viene
pensato come il risultato di un fenomeno aleatorio, al fine ad es. di prendere delle
decisioni, o inferire*® dai dati la plausibilita di ipotesi. Ma le cose si rendono interessanti
per il fatto che

+ potendo ripetere la misura e/o 'osservazione piu volte, & possibile ridurre il
margine di errore, e migliorare I’affidabilita della decisione;

« non ¢ detto che la d.d.p. del fenomeno in esame sia completamente definita.

Ad esempio, la d.d.p. che produce i valori di osservazione puo essere nota, a meno
del valore dei suoi parametri media e varianza: compito della statistica ¢ allora anche
quello di stimare grandezze altrimenti ignote. Senza alcuna ambizione di affrontare
compiutamente I’argomento, limitiamoci qui ad esporre brevemente questi particolari
campi applicativi.

6.6.1 Test di verifica di ipotesi
Si tratta di stabilire se sia da ritenere valida una ipotesi H;, oppure se al contrario non
si debba ritenere valida 'ipotesi alternativa Hy (o ipotesi nulla); la decisione viene presa
confrontando un grandezza di osservazione x (che incarna una realizzazione di v.a. X)
con un valore-soglia (di decisione) A: se x > A si decide per H;, mentre viceversa se
x < A sidecide per Hy. Allo stesso tempo, si desiderano valutare i margini probabilistici
che indicano il grado di affidabilita della decisione.*’
Sviluppiamo il ragionamento basandoci sui risultati
dell’analisi svolta al § 14.4.2 e riassunti dalla figura a lato,
che illustra come nei due casi Hy ed H; la v.a. x presen-
ti due diverse d.d.p. condizionate p (x/H,) e p (x/H;).
Sempre in figura sono indicate le aree di valore P; e ﬁ
P, =1 - P, rispettivamnte pari alla probabilita (di dete- (= },‘
zione) che x superi la soglia A nel caso in cui sia vera Hj, Po=B—"A~Py=0
e (di perdita) che non la superi. La Py, ¢ invece detta di prob. di falso allarme in quanto
rappresenta la prob. che x > A nel caso in cui sia vera Hy, ovvero di decidere per H;
quando é vera Hy, evento detto anche errore di primo tipo o livello di significativita del
test, e indicata con a. La prob. di detezione P, é invece detta potenza del test ed indicata
come 1 — 3, dove § evidentemente ¢ la probabilita di perdita P, o errore di secondo tipo.

p(x/Hy)

Conoscendo la d.d.p. p (x/Hp) della grandezza di osservazione quando €& vera Hy,
si pone la soglia A ad un valore tale che Pr (x > 1/H,) = ffo p (x/Hy) dx = a, tale cioé
da rendere Py, = «, in genere posto pari a 0.05 (ovvero il 5%). Qualora I'osservazione

46Vedi ad es. http://it.wikipedia.org/wiki/Inferenza_statistica

47Un modello del genere si applica tanto al caso di detezione di un bersaglio radar, che pud essere
presente o meno, quanto ai casi di una diagnosi medica a partire dai risultati degli esami clinici, a quello
di attuare o meno un investimento finanziario a partire dall’andamento delle borse, a quello se prendere
o meno 'ombrello prima di uscire di casa a partire dallo scrutare il cielo...
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di ¥ > A faccia decidere per Hy, spesso al risultato si aggiunge anche la probabilita
f ;o p (x/Hy) dx detta p-value*®, che descrive quanto sia poco probabile osservare un
valore di x che si discosti ancor piu da Hy di quanto non sia avvenuto per la “nostra”
osservazione ¥, e che percio indica meglio di « la significativita del test, ovvero la
discrepanza tra i dati osservati e I'ipotesi nulla Hy. Naturalmente, per tutte le possibili
osservazioni x > A risulta un p-value < a.

6.6.2 Funzione di verosimiglianza

Viene definita a partire da una probabilita condizionata, qualora nella stessa espres-
sione siano invertiti i ruoli di evento condizionato e condizionante, nel senso che ora
illustriamo. Rimanendo nel campo della verifica di ipotesi, il valore assunto dalle d.d.p.
condizionate px(xX/Hy) e px(%/H;) qualora valutate in x = ¥ (Uosservazione) puo
essere interpretato come la verosimiglianza di Hy ed H; una volta noto che x = %,
ribaltando il ruolo delle ipotesi da quello di evento condizionante a quello di variabile
indipendente. Ma attenzione, una verosimiglianza non é una probabilita, in quanto
px(%/Hy) + px(%/H;) # 1! La funzione di verosimiglianza (o likelihood) é spesso
indicata con la lettera £, in modo da poter scrivere £ (Ho1/X) = px(%/Ho1).

6.6.2.1 Decisione di massima verosimiglianza
Riprendendo il tema della verifica di ipotesi § 6.6.1, osserviamo che qualora la soglia
di decisione A non sia assegnata in base al livello di significativita Pr, = a desiderato,
ma in corrispondenza della intersezione tra px(x/Hy) e px(x/H;) come mostrato
alla figura che segue, la decisione stessa ¢ detta di massima verosimiglianza, dato che
sceglie 'ipotesi H; per la quale la funzione di verosimiglianza £ (H;/X) é massima.
Notiamo che un tale criterio di decisione comporta P, = Py, solo nel caso in cui la
d.d.p. sia la stessa per entrambe le ipotesi (vedi ad
es. § 15.4.2); inoltre, anche in questo caso alla decisione
effettuata si puo allegare il relativo p-value. A volte, an-
ziché confrontare tra di loro i valori di £, se ne esegue
il rapporto, decidendo quindi in base all’esito maggiore
o minore di uno (vedi ad es. pag. 552).

L(Hyx)
L(Hy/x)

="\~ Py
6.6.2.2 Curva operativa
Per quanto fino ad ora esposto, all’Taumentare della soglia 1 si assiste ad un aumento
della Py, a cui corrisponde una diminuizione della P;, da cui la possibilita di tracciare
una curva parametrica sui cui assi sono riportati entrambi i valori, al variare appunto
di A. Tale rappresentazione fu ideata ai fini della detezione radar e per tale motivo
denominata Roc o Receiver Operating Characteristic, e da allora viene adottata anche in
altri ambiti come ad esempio quelli clinici, psicologici, o metereologici. In tali contesti
la prob. di detezione P, viene anche indicata come specificita del test o percentuale
di veri positivi, mentre la prob. di perdita P, = 1 — Py, ¢ detta sensibilita o % di falsi
positivi.

48Vedi ad es. http://en.wikipedia.org/wiki/P-value
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Ovviamente ’'andamento esatto della curva, esemplificato 1 4
a lato, dipende dalla conoscenza delle due probabilita condizio-
nate px(x/Hy) e px(x/H;). 1l classificatore che si basa sulla
osservazione x viene quindi giudicato come migliore o peg-
giore rispetto ad un altro basato su di un’altro parametro y in
base al computo dell’area compresa tra la curva e asse delle
ascisse (Auc, Area Under the Curve), pari*® alla probabilitd che ~ 0  sensibilta 1
per un evento (a caso) della classe H; si osservi un valore x maggiore di quello per un
evento (a caso) appartenente alla classe Hy.

A
A Ry crescente

AUC

specificita

Po

»

6.6.3 Stima di parametro
Nel caso in cui si conosca il tipo di v.a. che caratterizza il fenomeno aleatorio in esame,

ma non i suoi parametri (es. media m, e varianza ¢2), una sequenza di valori osservati

X
x = (x1,x2,--- XN) puod essere usata per effettuarne la stima, ovvero la valutazione
sperimentale (ma imprecisa) del valore di 7, e 42. Indicando con 6 il vero (incognito)
valore di un parametro da stimare, il suo stimatore 6 (x) dipende dalla variabilita di x
e quindi € esso stesso una v.a., che puo essere caratterizzata nei termini della relativa
. A ’ . . R . Z
d.d.p. pg(0), nonché di media m; e varianza a5

Anche se per uno specifico vettore di osservazione x lo stimatore commette un
errore e(x) =6 (x)— 0
desidereremmo che il valore atteso di tale errore fosse nullo, ovvero che
my =E{0 (x)} =0

Qualora cio si verifichi lo stimatore & detto non polarizzato®, o centrato. Per quanto
riguarda la varianza della stima
o = E{( (x) - my)*}

vorremmo che fosse la pill piccola possibile. Uno stimatore non polarizzato e che
consegue la minima varianza tra i possibili stimatori ¢ detto efficiente ed eguaglia il
limite di Cramér-Rao®!; viene inoltre detto consistente se limy_sco Pr{é (x) = 9} =1,
ovvero se all’aumentare della dimensione N del campione, sicuramente § (x) — 6.
Infine, uno stimatore consistente & anche asintoticamente normale se all’aumentare di
N la sua d.d.p. tende ad una gaussiana52 con valor medio 0, e varianza (rg che si riduce
come 1/N.

Prendiamo dunque in esame una tra le diverse tecniche®® che consentono di arrivare

#9Vedi ad es. https://en.wikipedia.org/wiki/Receiver_operating_characteristic

S0Dall’inglese unbiased, ove con bias si intende una forma di errore sistematico. Diversi testi usano il
termine non distorto, che qui non ¢ adottato onde evitare confusioni concettuali con il cap. 8.

>1Vedi ad es. http://it.wikipedia.org/wiki/Disuguaglianza_di_Cramér-Rao

%2 Ad esempio, il teorema centrale del limite (§ 6.7.2) fa si che la media campionaria (6.28) i, =
ﬁ Zg 1 Xi, in quanto somma di v.a. indipendenti e identicamente distribuite, tenda ad una v.a. gaussiana
per N — oo.

53Vedi ad es. http://en.wikipedia.org/wiki/Point_estimation
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ad un procedimento di stima.

6.6.3.1 Stima di massima verosimiglianza

In questo caso il valore stimato ¢ quello che massimizza la funzione di verosimiglianza
(§6.6.2) calcolata in corrispondenza ai dati campionari %, ovvero 0= argmaxy {L (6/%)}.
Ad esempio, nel caso in cui i valori osservati X = (x1, x2, - - - x§) siano ottenuti da un
fenomeno aleatorio caratterizzato da una d.d.p. gaussiana con media m, e varianza
¢? (incognite), e gli esperimenti siano statisticamente indipendenti, la funzione di
verosimiglianza risulta®*

expy—=

l—[ 1 (xi - mx)

1 V2no? 2 Ox
ma a questa espressione si preferisce il suo logaritmo naturale L = In £, che essendo
monotono non altera la massimizzazione cercata:

N 1< (x—my )’
21y 219y _ Y 2y _ 2 ot X
L (mxra-x|x) =InL (mx,axlx) 9 ln(znax) 2 Z ( Oy )

i=1

L (mx: 0—5/5() Px (X/mxy

Per trovare le stime 11, e 2 di massima (log)verosimiglianza, si eguagliano a zero le
derivate parziali di L

N
oL 1
= 3 Z(xi - mx) =
omy oy =
N
oL N 1 1 5
— = ———+— Xi—my) =0
do? 202 20 ;( = ms)
ottenendo gli stimatori (o statistiche)>
. 1 . . .
e =~ Z x; media campionaria
(6.28)
1
A2 2
i = N Z (x; —y)® wvarianza campionaria

i=1
di cui ora discutiamo uno alla volta.

Stima della media La media campionaria 1, risulta non polarizzata®® e la sua

57

varianza decresce®’ con N, ovvero

>4Vedi § 6.5.1 per I'espressione di una gaussiana multidimensionale.

5Per quanto riguarda 7, imponendo Y;(x; — #i1,) = 0 si perviene facilmente al risultato, mentre per
2 l'eguaglianza a zero di a_L produce

7 z (xi —m)? = § 4 ovvero % ¥i(xi —x)? =N

e dunque il risultato (6 28) ' '

Snfatti
E i} = E{§ IV i) = & ZN, B (xi} = fNmy = m
>"In questo caso riscriviamo i, come i, = Zﬁ 1 ;C—\} consideriamo che la varianza di una somma di v.a.

2
x

2
ii.d. & la somma delle varianze (vedi § 7.5.2), e che zraZX = pertanto si ottiene m 21 INZ= N
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2
a
E{m}=mg; o5 = ~ (6.29)

risulta pertanto essere uno stimatore consistente e asintoticamente normale. In partico-
lare
« la proprieta aﬁlx = 7/N ci permette di ridurre a piacimento la variabilita della
stima, ripetendo le osservazioni per un adeguato numero di volte;
« all’aumentare di N ed in presenza di indipendenza statistica tra i campioni,
il teorema centrale del limite (§ 6.7.2) stabilisce che 1, € una v.a. gaussiana,
indipendentemente dalla natura della v.a. x da cui ¢ estratto il campione.

Esercizio Si desideri stimare il valor medio m, di una v.a. x di cui si conosce il valore della
relativa varianza ¢ = 4; determinare la dimensione N del campione statistico affinché
la varianza della stima sia pari a 0.1. Dalla seconda delle (6.29) risulta N = ;T’% = ﬁ =40
campioni della v.a. "
Stimadellavarianza Icalcoliper determinare il valore attesom;: = E {# Zf\:[l (x; — mx)z}
della varianza campionaria ¢ passano prima per la dimostrazione®® che ¥; (x; — #i1,)* =
> (x; — my)? = N (11, — my)?, in modo da ottenere

N 2 _ N P 2
m; N;E{m—mx)}—NE{<mx—mx>}=

,N -1
= g'x
N
dato che il primo termine corrisponde all’espressione della varianza di X, ed il se-
condo alla varianza di #,, calcolata prima. Il risultato ottenuto indica come la va-
rianza campionaria si riveli uno stimatore polarizzato. Per questo, la formula dello
stimatore (di massima verosimiglianza) della varianza viene ordinariamente sostituita

2 |>'<q[\)

1
—No? -
N

dall’espressione 1
a2 _ 4 a2
0= s Z] (xi = 1h1y) (6.30)

attuando cosi la correzione di Bessel>®.

6.6.4 Stima di intervallo
L’esercizio precedente conferma la proprieta di consistenza per la media campionaria,
ma mette anche in luce come per dimensioni N del campione finite, la sua accuratezza

58Qccorre innanzitutto riscrivere x; — i, come x; —my +my — g = (xj — my) — (#y — my), in modo da
ottenere (x; — #iy)% = (x; — my)? — 2 (xj — my) (x — my) + (y — my)?. Eseguendo ora la sommatoria
su i si ottiene

Di—m)? = Y (ximmo)? =2 (i —me) Y (x5 —m) + ) (1 = my)?

1 1

D (i = mo)? = 2N (e = me)? + N (g = me)? = 3" (i = mo)? = N (rig = my)?

1 1

in quanto }; (xj — my) = 2; xj — 2 My = Nty — Nmy = N (i, — my).
5Vedi ad es. https://it.wikipedia.org/wiki/Correzione_di_Bessel
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sara necessariamente limitata. Allora, dato che la stima del parametro § sara comunque
erronea, puo invece avere interesse stimare entro quale intervallo (detto intervallo
di confidenza) di valori (6;,6,) possa ricadere § con sufficiente certezza, espressa
quest’ultima dalla probabilita Pr {6; < 6 < 6} = 1 — a, detta livello di confidenza,
mentre a € la probabilita di errore.

Intervallo per la media con varianza nota Nel caso in cui lo stimatore 6 sia
espresso dalla media campionaria

b=t =% 3N x

a pag. 174 si e osservato che per N sufﬁcientemente elevato 6 & una v.a. gaussiana®® con

media m; = m, e deviazione standard o; = W’ come mostrato alla figura seguente;
consideriamo quindi ¢, nota a priori.

Adottando il cambio di variabile z =

conduciamo a risultati ottenibili per una v.a. gaus-
siana normalizzata®!, in modo che la condizione
Pr{6; < my < 6,} =1— a possa essere riscritta® come

é_ X
Pr{—za/2 <z= M
%4

< Za/z} =1-ua (6.31)

in cui Zufy ¢ il percentile®® «/2 per z, e rappresenta il valore che I'errore normalizzato di

|6—rm.|

stima supera con probabilitd «, vedi fig. 6.7-a). Una serie di riscritture®* della

%4
(6.31) porta al risultato

. g
Pr{rﬁx—za/z-—x<mx<ﬁix+za/2~—x}=1—a (6.32)

VN VN

in cui a g si
e dalla dimensione del campione. 11 valore di z./, relativo al livello di confidenza « si
ottiene tramite apposite tabelle®> come quella di fig. 6.7-b).

0Indipendentemente alla natura di x

610ssia a media nulla e varianza unitaria come a pag. 154, mentre la normalizzazione del § 6.2.4.1
prevede o% = 1/2.

%2 Anche grazie a fatto che la gaussiana & simmetrica, dando luogo ad intervalli centrati rispetto a .

9311 percentile 7 per una v.a. gaussiana normalizzata z & definito come il valore z, tale che Pr {z < zn} =
7 e quindi corrisponde alla inversa z, = Fgl (n) della funzione di distribuzione della v.a. Fz (2,7) =

I Le 27z = 7. Alterntivamente, ¢ definito come 1 — Q {277} = 7 (vedi pag. 154). Il termine

percentlle scaturisce dall’essere 7 - 100% pari alla percentuale delle volte che una determinazione della v.a.
z risulta inferiore a z;.

—my

—Za/z S5 S

64 —Zujy - 0 < 6 - my < Zafy -
—9—2,1/2~ ;< —my < €+z,1/2
6- Zafy 0 <mx<9+z,1/2~

Shttps://it.wikipedia. org/w1k1/Fun21one_d1_r1part 1z1one_della_variabile_casuale_normale
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1—a | zy,
0383 | 05
0.683 | 1
a) - b) - 090 | 1.64
095 | 1.96
3 099 | 258
0999 | 3.29

Figura 6.7: Gaussiana normalizzata: a) - percentile; b) - livello di confidenza

Esempio Avendo deciso il livello di confidenza 1 — « desiderato, dalla tabella mostrata in
fig. 6.7-b) si determina il corrispondente valore di z./,. Ad un valore normalizzato z.;, = 1
corrisponde un errore massimo di stima pari a g, che comporta un livello di confidenza
1-a = 68.3%; aumentando il livello fino al 95% si ottiene un valore di percentile z./, pari
1.96, mentre ad un livello del 99% corrisponde un percentile di 2.58, ossia un intervallo
complessivo esteso per 2°2.58 = 5.16 volte la 0.

Notiamo che per ridurre 'ampiezza dell’intervallo di confidenza dell’errore di stima
non normalizzato |rﬁx - mx| esistono due vie. La prima consiste nell’accettare un
minore livello di confidenza 1 — &, ma cio equivale ad aumentare la prob. « che 'errore
effettivo sia maggiore di z./, - 0; . La seconda via (se praticabile) ¢ migliore e consiste
nell’aumentare la dimensionalita N del campione statistico, sfruttando cosi la riduzione
con legge 1/VN della deviazione standard della media campionaria o; =

it
Per approfondire il significato del risultato ottenuto alla (6.32) consideriamo che
per ogni campione x di N elementi si ottiene una diversa stima #,, a cui corrisponde
un intervallo (6, 6;) centrato in 7%, della stessa ampiezza ma ogni volta differente. Cio
significa che essendo per ogni campione x la probabilita che il valore vero della media
m, cada all’interno di (91, 92) pari ad 1 — «, esiste una probabilita « che un diverso
campione x’ produca un intervallo (91, 92) che NON contiene la vera media m,.

Esercizio Sivoglia stimare I’eta media m degli utenti di una biblioteca civica. A questo scopo
si intervista un campione casuale composto da N = 100 persone, da cui si ottiene una
media campionaria pari ad m = 29 anni. Adottando un valore di deviazione standard per
Peta pari a ¢ = 8 anni, valutare gli intervalli di confidenza per m, con un livello pari al
95% ed al 99%. Risposta Essendo N sufficientemente grande, assumiamo vera l'ipotesi
di gaussianita per la v.a. m e dunque applicabile la teoria esposta. Dunque il percentile
Zq), nei due casi 1 —a =95 e 99% vale rispettivamente 2925 = 1.96 e zg 05 = 2.58, mentre

la varianza della media campionaria risulta o5 = \/LN = 0.8 fornendo in definitiva

Z0.025 * ”'—]‘V =1.96-0.8 = 1.57 e 29005 - J—*ﬁ = 2.58 - 0.8 = 2.06 nei due casi; pertanto si

{ 27.43 < m < 30.57 con confidenza 95%

<‘

ottiene

26.94 < m < 31.06 con confidenza 99%

ovvero la fascia di eta entro cui collocare la vera eta media m, in base al campione a
disposizione, al diminuire della probabilita che m sia in realta esterno all’intervallo. Nel
caso in cui il campione venga ridotto a sole N = 30 persone, ammettendo gli stessi
valori di 7% = 29 anni e ¢ = 8 anni, dato che V30 = 5.48, ora risulta zggzs - o = 2.86
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€ 20005 * 0 = 3.77, a cui corrispondono intervalli (26.14 - 31.86) e (25.23 - 32.77) con
confidenza 95 e 99% rispettivamente. Poniamo infine che un diverso campione sempre
di 30 persone produca una stima m = 27 anni anziché 29. In tal caso 'intervallo di
confidenza al 95% diviene (24.14 - 29.86).

Caso di varianza incognita Qualora la varianza o, della v.a. x di cui vogliamo
stimare la media m, non sia nota, ad essa viene sostituito il valore della varianza
campionaria non polarizzata ¢ = ﬁ Zf\il (x; — ;). Una prima conseguenza &
che ora ¢2 & anch’essa una v.a., ed il suo valore cambia per ogni diversa scelta del
campione N, producendo intervalli di confidenza di estensione variabile. Essendo 62
uno stimatore non polarizzato e consistente, per N sufficientemente elevato I'intervallo
puo ancora essere ottenuto come indicato dalla (6.32).

Accade inoltre che al diminuire di N la variabilita di 42 causa (a parita di livello
di confidenza) un aumento dell’estensione dell’intervallo, in quanto ora il cambio di
variabile che porta ad una v.a. normalizzata® t = % da luogo ad una v.a. non piu
gaussiana bensi di Student®” con N — 1 gradi di liberta, rappresentata in fig. 6.8. Per
N — oolava. t'N) di Student tende ad una gaussiana, mentre per N piu piccoli
la sua velocita di azzeramento ¢ ridotta, o come si dice presenta code piu pesanti.

Cio comporta che il percentile da utilizzare nella (6.32) non ¢ piu lo z., relativo alla
(N-

o2 Y relativo alla nuova d.d.p., e tabulato in

gaussiana normalizzata, bensi il valore ¢
fig. 6.8-b).

Come ¢ possibile notare confrontando con la tabella in fig. fig. 6.7-b), a parita di
livello di confidenza 1 — « i valori di tilzv_l) sono sempre maggiori di quelli per z.,,
tanto piu per bassi N, in quanto in tal caso la d.d.p. di Student ¢ piu bassa e larga, e per
catturare la stessa area a occorre allontanarsi di pit dal valor medio. Nel caso di o2

incognita 'espressione dell’intervallo di confidenza risulta pertanto

. N-1) O . N-1) O
Pr{mx—tbf/2 )-—x<mx<mx+t£/2 )-—x}:l—a (6.33)
VN VN
66(ssia con media nulla e varianza unitaria.
67Vedi https://it.wikipedia.org/wiki/Distribuzione_t_di_Student. La va.t = 9;{"* &
[4

definita come il rapporto di due v.a.: il numeratore 6 — m, si comporta come una gaussiana centrata in
quanto la media di insieme ¢ una somma di v.a. gaussiane, mentre il denominatore g = \5:/N dipende
da 42 che & una somma di quadrati di gaussiane, e dunque assume d.d.p. chi quadro o y?, vedi § 6.6.5.

0.40
| p() —n=+4
035 o N-1 |1 2 5 0 20
0.30f _n:2 1 (N-1)
0.25} - —a ta/z
ne
a) - 0-20¢ b)- 0.90 631 292 201 181 175
Ziz 095 | 1271 403 257 223 209
005k 099 | 63.66 993 403 317 286
. t
R 0999 | 6366 316 687 459 3.86

Figura 6.8: Densita di probabilita di Student al variare dei gradi di liberta m e relativi percentili
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in cui i percentili t., di Student sono ricavati dalla tabella precedente®®, e ¢Z ¢ la
varianza campionaria non polarizzata.

Esempio Torniamo al problema della stima dell’eta media dei frequentatori di una biblioteca,
e svolgiamo le interviste su di un campione di soli 6 individui. | nuovi percentili per
un livello di confidenza 1 — a pari al 95% e 99% sono rispettivamente t.;, = 2.57 e 4.03.
Pertanto, ponendo di aver anche stavolta stimato una media campionaria pari ad m =
29 anni ed una deviazione standard di ¢ = 8 anni, i nuovi intervalli di confidenza per
I’eta media risultano (20.6 - 37.39) e (15.83 - 42.16).

Dimensione del campione 1l risultato (6.33) € valido, anche per per valori di N
piccoli, purché la v.a. di osservazione x sia essa stessa gaussiana, dato che in tal caso la
media campionaria m, = ﬁ Zﬁl x; valuta la somma di gaussiane, anch’essa gaussiana
(vedi § 6.5.2); viceversa (px (x) qualsiasi) & valida solo per N elevato, perché in tal caso
la gaussianita di 1, & garantita dal teorema centrale del limite. Altrimenti (N piccolo
e x non gaussiana), I'intervallo di confidenza puo essere determinato a seguito di una
analisi specifica per le diverse d.d.p., che in alcuni casi ° permettono soluzioni agevoli,
mentre un caso di particolare rilevanza e trattato al § seguente.

Abbiamo altresi osservato come all’aumento di N corrisponda una riduzione del-
I'intervallo di confidenza: nel caso di v.a. x gaussiana trattato finora, qualora si desideri
mantenere ’ampiezza dell’intervallo d = 6, — 6; inferiore ad un valore dy;, dovra
risultare 2 - :/:a/z,\j—"N < dy, e dunque N > 4 -¢2- (;WMZ)2 Qualora la ¢, non sia nota,
cautelativamente si usa al suo posto un multiplo fino a 4-6 volte la variabilita osservata

nel campione.

Esempio Una precedente analisi ci informa che la durata x delle telefonate in un call center &
approssimativamente una v.a. gaussiana con media m, incognita e deviazione standard
ox = 4 minuti; si calcoli la dimensione minima N del campione necessaria a stimare la
durata media m, entro una precisione dy pari a due minuti’®, con confidenza del 95%.
Si ottiene allora N > 4 - 16(%)2 = 61.46, dunque N > 62.

6.6.4.1 Intervallo di confidenza per una frazione

Consideriamo ora una v.a. discreta booleana (o dicotomica) x che assume il valore 1
0 0 con probabilita p e ¢ = 1 — p rispettivamente, e che puo rappresentare un evento
di errore, una scelta politica, o una qualunque domanda di un sondaggio, ovvero p
rappresenta la frazione di una certa caratteristica rispetto al totale dei casi. Dato che
il valore medio risulta pari am, = E{x} = 3L pixi = q-0+p-1 = p, la media
campionaria 7, = ﬁ Zf\il x; rappresenta una stimatore p di p. Invocando nuovamente
una dimensione del campione N sufﬁcientement(e1 el)evata, M, = p & assimilabile ad una
7 p(-p

o2 = =x > che quindi dipende dalla stessa

v.a. gaussiana con media p e varianza 5

%8Oppure dalla tabella presente nella pagina Wikipedia citata prima.

9 Ad esempio, per la d.d.p. esponenziale (§ 22.2.1) e per quella poissoniana (§ 22.2), vedi Papoulis.

70Come dire, minuto piu, minuto meno... ;-)

"Unfatti, calcoliamo prima E {xz} =p-12+(1-p)-0% = p e dunque troviamo o2 = E {xz} —(E{x})? =
2

2 _ ) ; 2 _ %
p—p® = p (1 - p);inoltre, tuttora risulta =N
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quantita da stimare; utilizziamo dunque al suo posto (rg = ‘%. Ci troviamo pertanto

nelle condiziioni di poter applicare il risultato (6.32) con 1'accortezza di sostituire a

JXN il termine ‘%, dando luogo ad un intervallo di confidenza espresso come

(01,02) = P+ 2upy - £ (1]\?3 ) in cui 24, € il quantile per la gaussiana normalizzata, con il
livello di confidenza 1 — « desiderato. Osserviamo ora che, a parita di N, 'estensione
dell’intervallo risulta maggiore per valori di p attorno allo 0.5, e si riduce fino ad

annullarsiperp - 0ep — 1.

Esempio A seguito di una campagna pubblicitaria viene svolto un sondaggio mediante
N =200 interviste chiedendo se il prodotto oggetto della campagna viene ricordato. 85
di queste rispondono affermativamente, determinando una media campionaria pari a

p = 85/200 = 0.425, affetta dalla varianza Jg =4/ ;3(1]\;13) =4/ 0'423(')%575 = 0.035. L’intervallo

di confidenza al 95% corrisponde pertanto a (01, 0,) = p + zu, - \/ﬁ(;\,—_ﬁ) =0.425+1.96 -
0.035 = 0.425 + 0.0686 ovvero dal 36 al 49%, ossia uno spread di 13 punti. Se invece le
risposte affermative fossero state solo 15, avremo ottenuto p = 15/200 = 0.075 e dunque

(7; = /20925 019, fornendo un intervallo p = 0.075 + 1.96 - 0.019 = 0.075 % 0.036

ovvero dal 3.9 all’11.1%, cioé uno spread di 7.2 punti.

. . . . . Teis 1-
Dimensione campionaria Abbiamo osservato come la variabilita o5 = p(Np)

per la stima di frazione dipenda, oltre che da N, anche dallo stesso parametro p
oggetto di stima. Ci si pone allora nel caso peggiore, ovvero si suppone p = 0.5 a

cui corrisponde p (1 — p) = 0.25 e una massima deviazione standard o5 = ST%, da cui
(01,02) = p + 24, - \0/—% pertanto il valore N minimo che permette di ottenere un

intervallo di estensione dp; = 2z., - 3—% al livello 1 — & risulta in prima approssimazione

2
. Zaefp
paria N > (dM) .

Esempio Si intende svolgere un sondaggio per stimare la proporzione degli elettori che
voteranno per un certo partito politico, desiderando un intervallo di confidenza che al
livello 1 - a = 0.95 non superi 'ampiezza di 2 punti percentuali (la cosiddetta forchetta),
ovvero dj; = 0.02. Avremo allora bisogno di un campione composto da almeno N >

(%)2 = (é:—gg)z = 9604 soggetti.
6.6.5 Test chi quadro e verifica di distribuzione

Alcuni degli aspetti discussi fino ad ora pongono come condizione quella di avere a che
fare con grandezze gaussiane. La tecnica che discutiamo appresso € spesso utilizzata
per verificare che la frequenza dei valori osservati rispecchi quella prevista da una
distribuzione di probabilita prefissata. A tale scopo, consideriamo una v.a. x di cui sono
state collezionate N determinazioni, mediante le quali si costruisce un istogramma
(pag. 150) suddividendo il campo di variabilita di x in m intervalli [;, ed indichiamo
con k; il numero di realizzazioni di x che ricadono entro l'intervallo I;,i =1,2,--- , m,
risultando )", k; = N.
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m 1 2 5 10 20
1-a 1o (m)

0.9 0.016 | 0.211 1.61 4.86 12.44
0.95 0.004 | 0.103 1.15 3.94 10.85
099 | 0 | 002 | 0554 | 2.56 | 8.26
0995 | 0 | 001 | 0412 | 216 | 7.43

Figura 6.9: Densita di probabilita y? al variare dei gradi di liberta m e relativi percentili

Il test tenta di verificare 'ipotesi Hy che la v.a. x abbia effettivamente origine dalla
d.d.p. prevista, nel cui caso i valori k; dovrebbero essere molto prossimi a Np;, in cui
pi = |, 1. PX (x) dx é la probabilita che la d.d.p. assegna all’evento xel;. Pertanto se
I'ipotesi Hj ¢ vera il valore della nuova v.a.

m 2
)(2 _ Z (kl_Npl) (6.34)
= Npi
dovrebbe essere vicino allo zero, mentre valori piu elevati (di un valore di soglia
1) suggeriscono di rigettare I'ipotesi. Se N ¢ sufficientemente elevato’? i valori k;
sono grandezze gaussiane con valore atteso mp, = Np; e varianza zr,i ~ (Np;)2(),
dunque la (6.34) rappresenta la somma dei quadrati di v.a. gaussiane normalizzate, e y*
risulta essere una v.a. detta chi quadro ad m — 1 gradi di liberta’#, la cui d.d.p. assume
I’andamento riportato in figura 6.9.
L’ipotesi sulla d.d.p. di x viene dunque accettata con un intervallo di confidenza
1 — a nel caso in cui il valore calcolato per y? risulti inferiore ad una soglia stabilita
in base alle tabelle’® del percentile y2 (m — 1), che corrisponde ad una probabilita di
errore (decidere Hy quando invece non € vera) pari ad «. Notiamo che, a differenza
dei casi precedenti, il percentile si riferisce all’intera area a anziché alla sua meta, in
quanto l'intervallo di confidenza ¢ comunque delimitato a sinistra dallo zero.

Esempio Una moneta viene lanciata 200 volte, producendo 115 volte testa e 85 cro-
ce. Si puo ritenere la moneta non truccata, con un livello di significativita del 95% ?
Evidentemente in questo caso m = 2 e p; = p, = 0.5, cosicché il calcolo della (6.34)

72Effettivamente & richiesto anche un numero di osservazioni k; maggiori di 5-10 per qualunque i; se
cio non fosse vero, ¢ possibile ridurre il numero m degli intervalli I;, raggruppando tra loro quelli meno
popolati.

73In realta essendo k; il numero di casi favorevoli xeI; rispetto al totale N, esso ha una d.d.p. binomiale
(§ 22.1) per la quale my, = Np; e varianza Uli = Np; (1 - p;). Al crescere di N, e dunque degli inter-
valli m, i termini 1 — p; divengono circa unitari, e la binomiale viene approssimata da una poissoniana
(§ 22.2), per la quale appunto ¢? = Np;. Tale approssimazione & descritta come test di Pearson, vedi
https://it.wikipedia.org/wiki/Test_chi_quadrato_di_Pearson

7Vedi ad es. https://it.wikipedia.org/wiki/Distribuzione_chi_quadrato. I gradi di
liberta sono m — 1 anziché m in virtu del vincolo }}; p; = 1.

75Vedi ad es.
https://it.wikipedia.org/wiki/Distribuzione_chi_quadrato#Tabella_dei_valori_critici
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2
porta a y? = {15-100) (8510180) =45 Perm—-1= 1 grado di liberta la tabella dei

100
percentili fornlsce x2,5 (1) = 0.004, pertanto dato che y* = 4.5 > 0.004 = y2 - (1) il test
rigetta 'ipotesi, che puo essere ammissibile solo accettando una probabilita di errore «
maggiore del 95%, vedi tabella di cui all’'ultima nota.

Come ultimo argomento di questa sezione, vediamo come poter ridurre il rumore
sovrapposto ad un segnale ripetuto.

6.6.6 Stima di forma d’onda

Il problema e quello di voler stimare, anziché un singolo valore (o parametro), una
intera forma d’onda, ovvero I’andamento di un segnale limitato nel tempo, di cui si
possono disporre di pil repliche, ognuna affetta da una fonte di rumore additivo (§ 8.4),
oppure qualora la realizzazione del segnale possa essere influenzata da fattori diversi
da quelli che si intendono studiare. Un esempio tipico di tale esigenza si ha in campo
biomedico, in cui deboli segnali elettrici (dell’ordine dei uV) di natura biologica sono
captati mediante elettrodi disposti sul corpo, alla ricerca ad es. di particolarita in un
segnale elettrocardiografico semiperiodico’®, che per sua natura presenta fisiologiche
variazioni ed oscillazioni, o nel caso dei potenziali evocati’’ che si producono nelle vie
nervose a seguito di stimolazione.

Allo scopo di ridurre per quanto possibile la variabilita dovuta alle cause di disturbo
che potrebbero impedire il riscontro di caratteristiche del segnale s () di significato dia-
gnostico, le N repliche del segnale osservato x; () = s (t)+n; (t) coni = 1,2,--- N incui
n; (t) rappresenta il disturbo ogni volta diverso, vengono mediate tra loro producendo

5= Z I5 0+ (0] =5 () + L ZXm (1)

Osserviamo subito che se il processo n (t) € a media nulla allora il risultato & non
polarizzato, in quanto E {§ (1)} = s (1) + ﬁZfilE {n; (t)} = s (t). Per quanto riguarda
la varianza di § (t), aggiungendo l'ipotesi di incorrelazione (vedi § 7.1.2) tra le possibili
coppie (i, j) di realizzazioni del processo n (t) otteniamo un risultato del tutto simile a
quello della media campionaria eq. (6.29), ovvero

7 = E{G (0 =5 (0)°} = E{(% Sy (t))z} )

= I B O (0] = T E (0] = N =

e quindi anche in questo caso la varianza di rumore risulta ridotta grazie all’operazione
di media.

S o

g

z |

Assumendo ora che le realizzazioni del disturbo n (t) appartengano ad un processo
gaussiano bianco con densita di potenza P, (f) = % (vedi § 7.2.4), osserviamo che la
corrispondente varianza o2 risulta dipendere dalla banda W del filtro passa basso che
precede 'amplificatore di ingresso allo strumento di acquisizione, ovvero ¢z = NgW
(vedi § 15.4.1). Essendo i segnali di interesse limitati in banda a non pit di ~ 60 Hz,

Tohttps://it.wikipedia.org/wiki/Elettrocardiogramma
"Thttps://it.wikipedia.org/wiki/Potenziali_evocati
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viene tipicamente usato un filtro con frequenza di taglio pari a 100 Hz. Tale filtro
diviene pero fonte di correlazione tra realizzazioni di rumore’® tra loro vicine, per cui
le osservazioni x; (t) = s (t) + n; (t) devono essere effettuate facendo intercorrere tra
una acquisizione e la seguente un intervallo almeno pari al doppio della durata della

h(1).

Per rimanere nel campo biomedico, difficilmente il segnale s (t) & sempre lo stesso
per tutte le acquisizioni x; (t), bensi presenta una variabilita intrinseca legata sia alla
durata dell’esame sia ad alee di origine biologica, come ad es. la latenza variabile per
le risposte dei potenziali evocati: in tal caso sono necessarie ulteriori tecniche, la cui
discussione trascende dagli scopi di questo testo.

6.7 Appendici

6.7.1 Approfondimento sulla gaussiana

Sviluppiamo qui i passaggi relativi ad alcuni risultati riguardanti la v.a. gaussiana
monodimensionale presentata al § 6.2.4.

x2
Integrale di Gauss Si dimostra’” che [ e 'dx = /7, da cui [ em2 dx = Var.
Pertanto il fattore di scala ﬁ che compare nell’espressione della gaussiana ¢ neces-

sario per rendere la (6.10) una d.d.p.: infatti con il cambio di variabile z = *=* da cui
dx = o - dz si ottiene

_-m)?
/ e = L / R N L
27ra' \/ﬁ \/ﬁ

Calcolo del valor medio Sebbene dal grafico di fig.6.1 sia evidente, data la sim-
metria di px (x), che il suo valor medio sia pari al parametro m che compare nel-
la (6.10), volendo una conferma analitica si puo applicare la definizione E {x} =

o (x m)
S xpx () dx = = [
si ottiene dx = V20dt e quindi

E{x}=%/_:(\/§at+m) far = \/\/__a dt+—/ -

in quanto il primo termine risulta nullo dato che la funzione integranda e dispari,

mentre il secondo termine vale m in quanto [ e dt = \/r, vedi integrale di Gauss al
paragrofo precedente.

dx da cui, operando il cambio di variabile =% =t

\/Ezr

78 A1§ 7.4 si mostra come I'autocorrelazione Ry, () di un processo n (t) che attraversa un filtro divenga
paria R,y (1) = Rpy (7) * Ry, (1), in cui Ry, (1) € Pautocorrelazione della risposta impulsiva del filtro.

7Vedi https://it.wikipedia.org/wiki/Integrale_di_Gauss, in cui si fa uso della teoria
esposta al § 6.4.
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Calcolo della varianza Anche in questo caso applichiamo il cambio di variabile

- lem?
\} =t alla definizione E {(x —m) } — f (x —m)’e dx ottenendo
00 0,2 0 )
E{(x-m)°} = / 20%%e " V2odt = —/ t-2te”dt =
{ )= \/—0 =/
2|

0 2 a?
= + / edt| = —+r =7*
\/E —00 —00 \/E
dove alla seconda riga si ¢ applicata la tecnica di integrazione per parti®® in cui prima

2 2 . PR . .
sie 1ntegrato 2te™ — —e " e quindi si & derivato t — 1. A questo punto si osserva che

12

—te

& pari a zero dato che per t — oo il fattore e~ decresce pit rapidamente di

—00

quanto cresca t, mentre anche qui f_oo e~ dt = \r.

—te”

Momenti centrati di ordine superiore Per una v.a. gaussiana x sussiste la relazio-
0 p dispari

o’ (p—1!! ppari
n(n—2)(n—4).. in cui I'ultimo fattore sara un 2 oppure un 1 a seconda se n € pari o

ne E{(x —my)f} = in cui n!! indica il semifattoriale, pari a

dispari.

Posizione dei flessi I punti di flesso di (6.10) si trovano in corrispondenza dei valori
x = m + ¢: infatti 'azzeramento della derivata seconda®' determina la condizione
(x —m)* = % ovvero x — m = 0.

6.7.2 Teorema centrale del limite

Fornisce la dimostrazione che la somma di v.a. statisticamente indipendenti ed identi-
camente distribuite, ovvero con d.d.p. qualsiasi ma uguale per tutte, tende ad assumere
una d.d.p. gaussiana qualora il loro numero n sia molto elevato, e dunque permette
di ritenere valida I'ipotesi di gaussianita per molti fenomeni naturali, come ad es. il
rumore termico (§ 8.4.2.1). Indichiamo con m e ¢? i valori di media e varianza (finita)
per ciascuna delle v.a. x; che prendono parte alla somma, e consideriamo la nuova

va. x5 = 0 \} il teorema afferma che x° — N(n - m, s%) qualora n — co.
Per semplificare la dimostrazione conviene definire y; = x; — m come nuove v.a. a

media nulla e varianza ¢2, ed affrontare lo studio della v.a. somma z = o \y} Iniziamo

80Si ricorda che la regola di integrazione per parti stabilisce che fab [f'(x)g(x)]dx = f(x)g(x)|Z -
b
Jo f(x)g" ()]

81 - - - -t Co I S )
La derivata prima di p(x) = Vs 22 risulta paria p’(x) = o= e 202 [— = ] e dunque
1 | cem? [(x=—m)]* _Gm? 1 1 _m? [ (x—m)?
R e R G
V2no 4 T V2ra3 T
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con il verificare che
n 2 n 2 n
, y! 1 1
ol =E{(Z L) } = ZE{—’} = —Zaz = —no? = o?
— \/n : n n 4 n
i=1 i=1 i=1
in cui la seconda eguaglianza sussiste in virtu dell'indipendenza statistica® tra le y;,

e la terza in quanto identicamente distribuite. Passiamo ora a calcolare la funzione
caratteristica (§ 6.2.5) ®, (w) di z, ovvero

0. (0) = E; {6} = E. {e"”Z?ﬂ yT} l_[Eyl{"" } l_[cpyl @) = [0, ()]"

(6.35)
dove anche per questo caso la terza eguaglianza sussiste in virtu dell’indipendenza
statistica tra le y;, e la quinta in quanto identicamente distribuite, essendo @, (w) la

L 9y
f.c. di ciascuna delle v.a. y; normalizzate, ovvero @, (w) = E, {e]wﬁ} = [py (») Jvidy
incuipy(y) éla d d p- comune a tutte le y;. La dimostrazione procede sostituendo
all’esponenziale IV il relativo sviluppo in serie di potenze e* = 3,7 k, arrestato al

secondo ordine ovvero 5 )
X x
x:1+x+?+0(—)

2

x2 x2 .
in cui o ( ) significa un infinitesimo di ordine superiore (per x molto piccolo) a %, in
modo da ottenere

S e e T S e s I

jo 1 wZM§ 1 1 w?o? 1
=14 =my -~ +ol—]=1 of- (6.36)
\n n 2 n n 2 n

in quanto E, {y} = m, = 0 per ipotesi, e E, {yz} = mi = o2 per lo stesso motivo.
A questo punto non resta che sostituire la (6 36) nella (6 ( .35) per ottenere 9, (w) =

(I> (w)] [1 122 ” (%)] e ricordare (!) che hm

2,2

lim®, (w) =€ 2

) =¢* , per arrivare a

che é esattamente pari alla funzione caratteristica (6.13) di una v.a. gaussiana con
media nulla e varianza o2, e quindi il teorema é dimostrato.

Qualora le n v.a. ii d. x; abbiano media m e la loro somma avvenga senza il fattore

di normalizzazione —= \f la nuova v.a. x5 = Y, x; per n — oo risulta tendere ad una

N(n-m,n-aZ).

82Infatti, per il caso semplice di due v.a. yjed y2 a media nulla si ottiene

E{(y1+y2)°} = E{y} + 2] + 29132} = E {37} + E{33} + 2B {y132} = 0}, + 3,
in cui la terza eguaghanza é conseguenza della proprieta distributiva dell’integrale (6.7) Che definisce il
valore atteso, e la quarta discende dal fatto che I'indipendenza statistica implica incorrelazione (§ 7.1.2).
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6.7.3 Matrice di covarianza e forma quadratica associata

La matrice di covarianza 3, introdotta ai §§ 6.5 e seguenti ha dimensione n X n con

elementi ¢;; definiti come
gij = E {(xi - mxi) (x]- - mxl.)}

in cui x; coni =1,2,---,n sono v.a. e m,, ¢ la rispettiva media. Se le x; sono con-
giuntamente gaussiane, la stessa 2, compare nell’espressione (6.26) della relativa d.d.p.
Peraltro, 3, mantiene il suo significato indipendentemente dalla natura delle v.a. a cui
si riferisce, e presenta interessanti proprieta di cui ora discutiamo, e la cui conoscenza
puo tornare utile in alcune circostanze, come ad esempio nella analisi delle prestazioni
del filtro di Wiener, vedi pag. 18.4.2.

Simmetria e autovettori Notiamo innanzitutto che 2, é una matrice simmetrica,
in quanto ¢;; = 0j;. In questo caso ¢ possibile dimostrare che i suoi autovalori A sono
reali®®, ed in numero pari al suo rango. Ricordiamo che gli autovalori 1 sono definiti
come le possibili radici del polinomio caratteristico q (1) = |2, — AI| di 2,, di grado n;
ad ogni autovalore 1 corrisponde un autovettore y (3) tale che

3, y=2y (6.37)

Per le matrici simmetriche si dimostra® che gli autovettori y, e ¥ ; associati ad autovalori
distinti sono ortogonali, ovvero yl.Tyj = 0. Pertanto ¢ possibile assemblare una matrice

= [7172 Sy P] di n righe e p colonne pari agli autovettori y,, per la quale risulta®®

I'r=rr'=1, !'=r", e T'3,T=A (6.38)
in cui A\ € una matrice quadrata p X p diagonale, con i valori degli autovettori 4; sulla
diagonale. Sia 3, che A hanno lo stesso determinante®’, e quindi det (3,) = [, A;,

che dunque si annulla se qualche A; = 0; pertanto, il numero p < n di autovalori non
nulli determina il rango di 2, .

83Facciamo uso del prodotto Hermitiano definito come (x,y) = X'y = Z?zl %iyi, in cui la sopralineatura
" rappresenta 'operazione di coniugazione. In generale per matrici e vettori reali risulta (Ax,y) =
(Ax)"y =x"ATy = (x,ATy), ma se oltre a cid A ¢ simmetrica siha AT = A e dunque (Ax, y) = (x, Ay).
Indicando ora con A il coniugato di un autovalore di A (per assurdo) complesso, possiamo scrivere
1(x,x) = (Ax,Xx) = (AX,X) = (x,AX) = (x,Ax) = 1 (x,X), ma dato che (x,x) & positivo, dovrebbe essere
A =1, il che & impossibile: dunque tutti gli autovalori sono reali.
84Gli autovettori si considerano normalizzati, ovvero ¥ Ty = 1, altrimenti ad uno stesso autovalore ne
corrisponderebbero infiniti. Gli autovettori sono inoltre definiti a meno di un termine di fase, dato che se
y & un autovettore, lo & anche ye// con 0 < 6 < 27.
8Vediades.http://dssm.unipa.it/chiodi/teaching/files/Statistica3_First/MLAmatrix2012.pdf
861 prima relazione é conseguenza dell’ortogonalita, la seconda discende dalla prima, e la terza deriva
. . . . T Vgrzx?i:li se i=j
dalla premoltiplicazione di ambo i membri della (6.37) per 7 che produce { " . 3 .
yiixyi—o sei#]
87In quanto det (Sx) = det (T) det (\) det (T7), e det (T") = det (T") = det (T7}) = 1.
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Forma quadratica e segno Una forma quadratica individua espressione

n n
Q(e) = Z Z cicjoij = ¢' 3xc (6.39)
i=1 j=1
che rappresenta il valore di un polinomio omogeneo di secondo grado nelle variabili ¢;.
Qualora per qualsiasi scelta di ¢ # 0 risulti Q (¢) > 0, sia 2, che Q (c) vengono dette
di segno semidefinito positivo®®.

Condizione necessaria e sufficiente per avere Q (c) > 0 e che 2, sia una matrice di
covarianza: infatti, la varianza O'JZ, (non negativa per definizione) di una combinazione
lineare y = Y}, ¢;x; di v.a. x; pud essere espressa® in notazione matriciale appunto
come oj = c¢'3,c. Inoltre, se det (2,) # 0 ovvero 2, ha rango pieno®’, sia 3, che Q (c)
sono definite positive, ovvero Q (c¢) > 0, in quanto in tal caso tutti gli n autovalori
A; sono positivi’l. Se viceversa det (3,) = 0 il rango di 2, risulta p < n, conn — p
autovalori nulli, e sia 3, che Q (c) sono semidefinite positive.

Analisi della convessita La ricerca di un punto di minimo c,, per Q (c) tale che
Q (em) < Q (c) & molto semplice. Occorre innanzitutto verificare che in tale punto
si annulli il vettore gradiente g(c)|._. con elementi g; (c) = B%C(ic) = 23,c, che
corrisponde ad impostare un sistema omogeneo 2,c = 0, che come noto ammette
soluzioni # 0 solo se det (2,) = 0. Quindi, se 2, non ha autovalori nulli ed é definita
positiva, ¢, = 0 € I'unico punto singolare.

Per stabilire se si tratti di un minimo od un massimo, occorre valutare il segno

#Q(9) .
dcidcj *

definita positiva allora Q (c)|.-, € convessa’®, e ¢,, corrisponde ad un minimo, oppure
ad un massimo se H (¢,,) € definita negativa. Ma dato che per Q (c) risulta H (¢) = 23,
indipendentemente da c, il segno di H ¢ lo stesso di 3,, e dunque se quest’ultima e
definita positiva, Q (c) é convessa per ogni ¢, e ¢, = 0 corrisponde ad un minimo
globale.

Nel caso di n = 2 & possibile classificare Q (c) come un paraboloide ellittico®,

della matrice Hessiana H (c) con elementi h;; (c) = si dimostra che se H (¢,,) &

92

8Vedi https://it.wikipedia.org/wiki/Matrice_definita_positiva
2
2
89 0’32, E{(y—my) } :E{( noaxi— X, cl-m,v) }:

i iy i {xixj} = XLy Ty cicjmimj = DLy D cicjoij
900ssia nessuna tra le v.a. x; presenta dipendenza lineare da una o pi altre.

ITenendo infatti conto che dalla (6.38) si ottiene 3, = TATT, possiamo scrivere Q (¢) = ¢' 3¢ =
¢ TATT¢, che ponendo d = T'" ¢ riscriviamo ancora come Q (¢) = d"Ad = Zle iidiz, Se qualche 4; fosse
negativo o nullo, si potrebbe trovare un vettore d nullo tranne per I'unica componente corrispondente al
Ai £ 0, e produrre una Q (¢) < 0, in contrasto con l'ipotesi. Pertanto é vero anche il viceversa, cioé 3, &
definita positiva se 4; > 0 Vi.

92Vedi https://it.wikipedia.org/wiki/Funzione_convessa. La condizione sulla matrice Hes-
siana definita positiva € analoga alla proprieta nota per la derivata seconda di una funzione monovariata,
ma per una dimostrazione si puo visitare ad es.
http://www.statistica.unimib.it/utenti/matematica/AM2/appunti/conv.pdf.

9Vedi https://it.wikipedia.org/wiki/Quadrica. In particolare, la proprieta di una matrice
definita positiva di avere n autovalori positivi & quella che in due dimensioni determina questo risultato,
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raffigurato nella figura a lato per il caso

2 1 700
s - [ ] o

-1 3 400

: :fk /

SSKSKEEA T
\ = 4
.

300

ovvero Q (¢) = z = 2x? — 2xy + 3y?. La superficie 200

si dice ellittica dato che una sua intersezione conil o
. . o s . . . 10
piano Q (c¢) = cost individua un iper-ellissoide.

Interpretazione geometrica Notiamo ora che Q (¢) = ¢"2,¢ pud essere riscritta
in forma di prodotto scalare (,c,c) trac e d = 3¢, il cui valore risulta |c| |d| cos «,
ovvero positivo o negativo a seconda se ¢ e d condividono o meno lo stesso semipiano,
oppure nullo se sono ortogonali.

In definitiva, una matrice 2, definita positiva individua una trasformazione che
mappa un qualunque vettore ¢ in uno d = 2,c che giace nello stesso semipiano, o in
quello opposto per una matrice definita negativa.

vedi http://www.mat.uniroma2.it/~gealbis/quadriche.pdf.
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